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ABSTRACT. WE INTRODUCE ሺ�, � ሻ −MANIFOLDS AND INITIATE A STUDY OF THEIR SEMI-INVARIANT 

SUBMANIFOLDS. THESE SUBMANIFOLDS ARE GENERALIZATIONS OF CR-SUBMANIFOLDS OF 

KAEHLER MANIFOLDS. 
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1. Preliminaries  
Let ܯ be an ݉ −dimensional Riemannian 

manifold with Riemannian metric �. Denote by �ሺܯሻ the algebra of smooth functions on ܯ and by Γሺ�ܯሻ the �ሺܯሻ −module of smooth sections of 
the tangent bundle �ܯ of ܯ. We use the same 
notation for any other vector bundle over ܯ. All 
manifolds and mappings are supposed to be 
differentiable of class ܥ∞. 

Next, we consider an ݊ −dimensional 
submanifold ܰ of ܯ. Then the main objects 
induced by the Levi-Civita connection ̃׏ of ሺܯ, �ሻ 
on ܰ are involved in the well known Gauss-
Weingarten equations: ሺܽሻ  ̃׏�ܻ = ܻ�׏ + ℎሺܺ, ܻሻ ܽ݊݀  ሺܾሻ   ̃׏��= −��ܺ +   ሺͳሻ            ,�⊥�׏
for any ܺ, ܻ א Γሺ�ܰሻ and � א Γሺ�ܰ⊥ሻ. Here, ׏ is 
the Levi-Civita connection on ܰ, ℎ is the second 
fundamental form of ܰ, �� is the Weingarten 
operator with respect to the normal section � and ׏⊥ is the normal connection in the normal bundle �ܰ⊥ of ܰ . The two geometric objects ℎ and �� are 
related by �ሺℎሺܺ, ܻሻ, �ሻ = �ሺ��ܺ, ܻሻ.                   ሺʹሻ 
If ℎ vanishes identically on ܰ, then ܰ is called 
totally geodesic. 

1. Preliminarii 
Fie ܯ o varietate riemanniană ݉ −dimensională cu metrica riemanniană �. 

Notăm cu �ሺܯሻ algebra func܊iilor netede pe ܈ ܯi 
cu Γሺ�ܯሻ, �ሺܯሻ −modulul sec܊iunilor netede ale 
fibratului tangent �ܯ la ܯ. Folosim aceea¸si 
nota܊ie pentru orice alt fibrat peste ܯ. Toate 
varietă܊ile ܈i func܊iile sunt presupuse a fi 
diferen܊iabile de clasă ܥ∞. 

Fie ܰ  o subvarietate ݊ −dimensională a lui ܯ. Principalele obiecte induse de conexiunea Levi-
Civita ̃׏ a lui ሺܯ, �ሻ pe ܰ sunt incluse în 
binecunoscutele ecua܊ii Gauss-Weingarten: ሺܽሻ  ̃׏�ܻ = ܻ�׏ + ℎሺܺ, ܻሻ ș�  ሺܾሻ   ̃׏��= −��ܺ +   ሺͳሻ            ,�⊥�׏
Pentru orice ܺ, ܻ א Γሺ�ܰሻ ܈i � א Γሺ�ܰ⊥ሻ. Aici, ׏ 
este conexiunea Levi-Civita pe ܰ, ℎ este a doua 
formă fundamentală a lui ܰ, �� este operatorul 
Weingarten în raport cu sec܊iunea normală � iar ׏⊥ 
este conexiunea normală în fibratul normal �ܰ⊥ a 
lui ܰ. Cele două obiecte geometrice ℎ ܈i �� sunt 
legate prin rela܊ia �ሺℎሺܺ, ܻሻ, �ሻ = �ሺ��ܺ, ܻሻ.                ሺʹሻ 
Dacă ℎ se anulează identic pe ܰ, atunci se spune că ܰ este total geodesică. 

Au fost dezvoltate mai multe studii ale 
subvarietă܊ilor unor varietă܊i dotate cu structuri 
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Several studies have been developed on 
submanifolds of manifolds endowed with some 
geometrical structures. We recall here some of 
these structures. First, we consider an almost 
Hermitian manifold ሺܯ, �,  ሻ, where � is aܬ
Riemannian metric, ܬ is an almost complex 
structure, that is,  2ܬ = -satisfying (cf. Yano ,ܫ−
Kon [10], p.124). �ሺܺܬ, ሻܻܬ = �ሺܺ, ܻሻ,    ∀  ܺ, ܻ א  Γሺ�ܯሻ.  ሺ͵ሻ 
In 1978, Bejancu [2] has introduced the concept of 
CR-submanifold of an almost Hermitian manifold 
as follows. A real submanifold ܰ of ሺܯ, �,  ሻ isܬ
called a CR-submanifold (Cauchy-Riemann 
submanifold) if it is endowed with a distribution ܦ 
satisfying the following conditions: ሺ�ሻ  ܦ is invariant with respect to ܬ, that is, ܬሺܦ�ሻ = �  ∀      ,�ܦ א ܰ. ሺ��ሻ The complementary orthogonal distribution ܦ⊥ to ܦ in �ܯ is anti-invariant with respect to ܬ, 
that is, ܬሺܦ�⊥ሻ ⊂ ��ܰ⊥,    ∀  � א ܰ. 
When ܦ⊥ = {Ͳ} ( resp. ܦ = {Ͳ}), ܰ is called 
invariant submanifold ( resp. anti-invariant 
submanifold). Any real hypersurface of ሺܯ, �,  ሻ isܬ
a CR-submanifold which is neither invariant nor 
anti-invariant submanifold. 

Next, we consider a manifold ܯ equipped 
with a semi-Riemannian metric � (cf. O’Neill [8], 
p.54) and an almost product structure  , that is ܲ 2 ,ܫ= ሺܲ ≠ ,ܯሻ. Then ሺܫ± �, ܲሻ is called an almost 
parahermitian manifold if we have �ሺܲܺ, ܻܲሻ = −�ሺܺ, ܻሻ,∀  ܺ, ܻ א  Γሺ�ܯሻ.   ሺͶሻ 

The concept of CR-submanifold has been 
considered by Bejan [1] in case the ambient 
manifold is an almost parahermitian manifold. 
Both, the almost Hermitian and almost 
parahermitian manifolds are necessarily of even 
dimension. The odd dimensional coanterparts of 
these manifolds can be introduced as follows. 

Let ܯ be a real ሺʹ݉ +  ͳሻ −dimensional 
manifold endowed with a Riemannian metric �, a 
tensor field � of type ሺͳ,ͳሻ, a vector field � and a ͳ −form � satisfying the conditions ሺܽሻ �2 = ܫ− + �۪�, ሺܾሻ �ሺ�ሻ = ͳ,     ሺͷሻ ሺܿሻ �ሺ�ܺ, �ܻሻ = �ሺܺ, ܻሻ − �ሺܺሻ�ሺܻሻ. 
Then ሺܯ, �, �, �, �ሻ is called an almost contact 
metric manifold (cf. Blair [5], p.33). The concept 
of semi-invariant submanifold of an almost contact 
metric manifold (cf. Bejancu-Papaghiuc [4] ) 
represents an extension of the concept of CR-

geometrice. Reamintim aici câteva dintre aceste 
structuri. Mai întâi, considerăm o varietate aproape 
hermitiană ሺܯ, �,  ሻ, unde � este o metricăܬ
riemanniană, ܬ este o structură aproape complexă, 
adică  2ܬ =  ,care satisface (cf. Yano-Kon [10] ,ܫ−
p.124). �ሺܺܬ, ሻܻܬ = �ሺܺ, ܻሻ,    ∀  ܺ, ܻ א  Γሺ�ܯሻ.  ሺ͵ሻ 
În 1978, A. Bejancu [2] a introdus conceptul de ܴܥ −subvarietate a unei varietă܊i aproape 
hermitiene, după cum urmează. O subvarietate 
reală ܰ a lui ሺܯ, �, ܴܥ ሻ este numităܬ − 
subvarietate (Cauchy-Riemann subvarietate) dacă 
este dotată cu o distribu܊ie ܦ care satisface 
următoarele condi܊ii: ሺ�ሻ  ܦ este invariantă în raport cu ܬ, adică ܬሺܦ�ሻ = �  ∀      ,�ܦ א ܰ. ሺ��ሻ Distribu܊ia ܦ⊥ complementar ortogonală lui ܦ 
în �ܯ este anti-invariantă în raport cu  ܬ, adică ܬሺܦ�⊥ሻ ⊂ ��ܰ⊥,    ∀  � א ܰ. 
Când ܦ⊥ = {Ͳ} ( respectiv ܦ = {Ͳ}), ܰ este 
numită subvarietate invariantă ( respectiv 
subvarietate anti-invariantă). Orice hipersuprafa܊ă 
reală a luiሺܯ, �, ܴܥ ሻ este oܬ − subvarietate care nu 
este nici subvarietate invariantă nici anti-
invariantă. Să considerăm în continuare o varietate ܯ echipată cu o metrică semi-riemanniană � (cf. 
O’Neill [8], p.54) ¸si o structură aproape produs ܲ, 
adică ܲ 2 = ,ܫ ሺܲ ≠ ,ܯሻ. Atunci tripletul ሺܫ± �, ܲሻ 
este numit varietate aproape para-hermitiană dacă 
avem �ሺܲܺ, ܻܲሻ = −�ሺܺ, ܻሻ,∀  ܺ, ܻ א  Γሺ�ܯሻ.      ሺͶሻ 

Conceptul de ܴܥ −subvarietate a fost 
considerat de C.L. Bejan [1] în cazul când 
varietatea ambientală este aproape para-
hermitiană. Ambele varietă܊i, cea aproape 
hermitiană cât ܈i cea aproape para-hermitiană sunt 
în mod necesar de dimensione pară. Versiunile de 
dimensiune impară ale acestor varietă܊i pot fi 
introduse după cum urmează. Fie ܯ o varietate 
reală ሺʹ݉ +  ͳሻ −dimensională dotată cu o 
metrică riemanniană �, un câmp tensorial � de tip ሺͳ,ͳሻ, un câmp vectorial � ܈i o ͳ −formă � care 
satisfice condi܊iile ሺܽሻ �2 = ܫ− + �۪�, ሺܾሻ �ሺ�ሻ = ͳ,                       ሺͷሻ ሺܿሻ �ሺ�ܺ, �ܻሻ = �ሺܺ, ܻሻ − �ሺܺሻ�ሺܻሻ. 
Atunci ሺܯ, �, �, �, �ሻ se nume܈te varietate 
aproape de contact metrică (cf. Blair [5], p.33). 
Conceptul de subvarietate semi-invariantă a unei 
varietă܊i aproape de contact metrice (cf. Bejancu-
Papaghiuc [4] ) reprezintă o extensie a conceptului 



Annalsăofătheă„ConstantinăBrâncuși”ăUniversityăofăTârguăJiu,ăLetterăandăSocialăScienceăSeries , 1/2017 
 

 

„ACADEMICA BRÂNCU܇I”PUBLISHER 
 

153 

 

submanifold to the case of odd dimensional 
ambient manifold. Similarly, consider a ሺʹ݉ +ͳሻ −dimensional manifold ܯ endowed with ሺ�, �, �, �ሻ satisfying: ሺܽሻ �2 = ܫ − �۪�, ሺܾሻ �ሺ�ሻ = �,                                                ሺ͸ሻ ሺܿሻ �ሺ�ܺ, �ܻሻ = −�ሺܺ, ܻሻ + ��ሺܺሻ�ሺܻሻ. 
where � = +ͳ or � = −ͳ, according as � is 
spacelike or timelike vector field with respect to 
the semi-Riemannian metric �. Then ሺܯ, �, �, �, �ሻ is called an almost paracontact 
metric manifold (cf. Sato [9] ). Semi-invariant 
submanifolds of almost paracontact manifolds (cf. 
Ianu¸s-Mihai [7] ) are extensions of CR-
submanifolds to this class of odd dimensional 
manifolds. 

Finally, we recall that a real ʹ݉ −dimensional manifold ܯ is called an almost 
symplectic manifold if it is endowed with a 
nondegenerate ʹ −form Ω. 

 
 

2. Semi-invariant submanifolds of ሺ�, �ሻ −manifolds  
Let ܯ be a real ݉ −dimensional manifold 

and � be a semi-Riemannian metric on ܯ. Thus � 
might be a Riemannian metric or nondegenerate of 
constant index at any point of ܯ. Suppose that 
there exists on ܯ a non zero tensor field � of type ሺͳ,ͳሻ satisfying �ሺ�ܺ, ܻሻ + �ሺܺ, �ܻሻ = Ͳ,                       ∀  ܺ, ܻ א  Γሺ�ܯሻ.                               ሺ͹ሻ 
Then we say that ܯ is a ሺ�, �ሻ −manifold. If in 
particular, �� is nondegenerate at any point � א  ܯ
then we say that ܯ is a nondegenerate ሺ�, �ሻ −manifold. Otherwise, ܯ is called 
degenerate ሺ�, �ሻ −manifold. 

In literature there is an abundance of 
examples of ሺ�, �ሻ −manifolds. Some of these 
examples are presented here. 
Example 1.  An almost Hermitian manifold ሺܯ, �, ,�ሻ is a nondegenerate ሺܬ �ሻ −manifold.  
Indeed, take � =  ∎         .and from ሺ͵ሻ we deduce ሺ͹ሻ ܬ 
 
Example 2. An almost parahermitian manifold ሺܯ, �, ܲሻ is a nondegenerate ሺ�, �ሻ −manifold. In 
this case we take � =  ܲ and by using ሺͶሻ and 
taking into account that ܲ2 =  ∎ .we obtain ሺ͹ሻ ܫ
 
Example 3. An almost contact metric manifold ሺܯ, �, �, �, �ሻ is a degenerate ሺ�, �ሻ −manifold. 

de ܴܥ −subvarietate la cazul varietă܊ilor 
ambientale de dimensiune impară. În mod similar, 
să considerăm o varietate      ሺʹ݉ +ͳሻ −dimensională ܯ dotată cu ሺ�, �, �, �ሻ care 
satisface condi܊iile: ሺܽሻ �2 = ܫ − �۪�, ሺܾሻ �ሺ�ሻ = �,                                            ሺ͸ሻ ሺܿሻ �ሺ�ܺ, �ܻሻ = −�ሺܺ, ܻሻ + ��ሺܺሻ�ሺܻሻ. 
unde � = +ͳ sau � = −ͳ, după cum � este un 
câmp vectorial de tip spatial sau temporal în raport 
cu metrica semi-riemanniană �. Atunci ሺܯ, �, �, �, �ሻ este numit varietate aproape de 
paracontact metrică (cf. Sato [9] ). Subvarietă܊ile 
semi-invariante ale unei varietă܊i de aproape 
paracontact (cf. Ianu¸s-Mihai [7] ) sunt extensii ale ܴܥ −subvarietă܊ilor la această clasă de varietă܊i 
impar dimensionale.  

În sfâr܈it, reamintim că o varietate reală ܯ 
de dimensiune ʹ݉ este numită varietate aproape 
simplectică dacă este dotată cu o ʹ −formă 
nedegenerată  Ω. 

 
2.ă Subvarietă܊iă semi-invariante ale ሺ�, �ሻ −varietă܊ilor 

Fie ܯ o varietate reală ݉ −dimensională 
 � Metrica .ܯ i � o metrică semi-riemanniană pe܈
poate fi riemanniană sau nedegenerată de index 
constant înfiecare punct al lui ܯ. Să presupunem 
că pe ܯ există un câmp tensorial nenul � de tip ሺͳ,ͳሻ care satisface �ሺ�ܺ, ܻሻ + �ሺܺ, �ܻሻ = Ͳ,           ∀  ܺ, ܻ א  Γሺ�ܯሻ.                               ሺ͹ሻ 
Vom spune atunci că ܯ este o ሺ�, �ሻ −varietate. 
Dacă în particular, �� este nedegenerată în fiecare 
punct � א ,�este o ሺ ܯ atunci vom spune că ܯ �ሻ −varietate nedegenerată. În caz contrar, ܯ 
este numită ሺ�, �ሻ − varietate degenerată. 
Literatura de specialitate abundă în exemple de ሺ�, �ሻ −varietă܊i. Câteva dintre aceste exemple 
sunt prezentate ܈i aici.  
Exemplul 1.  O varietate aproape hermitiană ሺܯ, �, ,�ሻ este o ሺܬ �ሻ −varietate nedegenerată.  
Într-adevăr, dacă luăm � =  ia ሺ͵ሻ܊din rela ܬ 
deducem  ሺ͹ሻ.         ∎ 
Exemplul 2. O varietate aproape para-hermitiană ሺܯ, �, ܲሻ este o ሺ�, �ሻ − varietate nedegenerată. În 
acest caz luăm � =  ܲ folosim ሺͶሻ ܈i ܊inând cont 
că ܲ2 =  ∎ .inem ሺ͹ሻ܊ob ܫ
 
Exemplul 3. O varietate aproape de contact 
metrică ሺܯ, �, �, �, �ሻ este o ሺ�, �ሻ − varietate 
degenerată. Punem � =  i folosind ሺͷሻ deducem܈ �
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We put � = � and by using ሺͷሻ we deduce ሺ͹ሻ. As �ሺ�ሻ = Ͳ, ܯ is a degenerate ሺ�, �ሻ −manifold.        ∎                                                    
 
Example 4. An almost paracontact manifold ሺܯ, �, �, �, �ሻ is a degenerate ሺ�, �ሻ −manifold. 
Here we take � = � and by ሺ͸ሻ we obtain ሺ͹ሻ. As 
in the previous example we have �ሺ�ሻ = Ͳ, and 
therefore ܯ is a degenerate ሺ�, �ሻ −manifold.     ∎ 
 
Example 5. Let ሺܯ, Ωሻ be an almost symplectic 
manifold endowed with a semi-Riemannian metric �. Then we define a tensor field � of type ሺͳ,ͳሻ by �ሺ�ܺ, ܻሻ = Ωሺܺ, ܻሻ,      ∀  ܺ, ܻ א  Γሺ�ܯሻ.                    ሺͺሻ 
As Ω is skew-symmetric, we deduce that � and � 
satisfy ሺ͹ሻ. Moreover, since Ω is nondegenerate we 
conclude that ሺܯ, Ω, gሻ is a nondegenerate ሺ�, �ሻ −manifold.     ∎ 
Remark 1. Any ʹ݉ −dimensional nondegenerate ሺ�, �ሻ −manifold is an almost symplectic 
manifold. Indeed, define Ω by ሺͺሻ and by using ሺ͹ሻ 
we deduce that Ω is a nondegenerate ʹ −form on ܯ.     ∎ 

Next, we consider a submanifold ܰ of a ሺ�, �ሻ −manifold ܯ. Suppose that � induces a 
semi-Riemannian metric on ܰ which we denote by 
the same symbol �. Then, following the definition 
given by Bejancu [2] for CR-submanifolds we in-
troduce a special class of submanifolds of ܯ as 
follows. 
Definition 1. We say that ܰ is a semi-invariant 
submanifold of the ሺ�, �ሻ −manifold ܯ if there 
exists a distribution ܦ on ܯ satisfying the 
conditions: ሺ�ሻ   ܦ is a nondegenerate distribution with respect 
to �, and we have  �ሺܦ�ሻ ⊂ � ∀    ,�ܦ א ܰ, 
that is, ܦ is � −invariant. ሺ��ሻ  The complementary orthogonal distribution ܦ⊥ to ܦ in �ܰ is � −anti-invariant, that is, �ሺܦ�⊥ሻ ⊂ ��ܰ⊥,     ∀ � א ܰ. ሺ���ሻ �2ሺܦ⊥ሻ is a distribution on ܰ. 

If in particular, ܯ is an almost Hermitian 
manifold, then we obtain the concept of CR-
submanifold. In this case, the condition ሺ���ሻ is a 
consequence of ሺ�ሻ and ሺ��ሻ. Moreover, the above 
concept of semi-invariant submanifold is a 
generalization of all the extensions of the concept 
of CR-submanifold to almost parahermitian 
manifolds, almost contact metric manifolds, almost 

ሺ͹ሻ. Deoarece �ሺ�ሻ = Ͳ, ܯ este o ሺ�, �ሻ − 
varietate degenerată.          ∎                                           
 
Exemplul 4. O varietate aproape de paracontact ሺܯ, �, �, �, �ሻ este o ሺ�, �ሻ − varietate degenerată. 
Aici luăm � =  i în܈ inem ሺ͹ሻ. Ca܊i cu ሺ͸ሻ ob܈ �
exemplul precedent, avem �ሺ�ሻ = Ͳ, astfel că ܯ 
este o ሺ�, �ሻ − varietate degenerată.     ∎ 
 
Exemplul 5. Fie ሺܯ, Ωሻ o varietate aproape 
simplectică dotată cu o metrică semi-riemanniană �. Definim un câmp tensorial � de tip ሺͳ,ͳሻ prin �ሺ�ܺ, ܻሻ = Ωሺܺ, ܻሻ,      ∀  ܺ, ܻ א  Γሺ�ܯሻ.               ሺͺሻ 
Deoarece Ω este anti-simetrică, deducem că � ܈i � 
satisfac ሺ͹ሻ. Mai mult, deoarece Ω este 
nedegenerată, putem concluziona că ሺܯ, Ω, gሻ este 
o ሺ�, �ሻ − varietate nedegenerată.     ∎ 
Observa܊iaă 1. Orice ሺ�, �ሻ −varietate 
nedegenerată, ʹ݉ −dimensională, este o varietate 
aproape simplectică. Într-adevăr, definim Ω prin ሺͺሻ ܈i folosind ሺ͹ሻ deducem că Ω este o ʹ −formă 
nedegenerată pe ܯ.     ∎ 

În continuare, vom considera o 
subvarietate ܰ a unei ሺ�, �ሻ −varietă܊i ܯ. 
Presupunem că � induce o metrică semi-
riemanniană pe ܰ pe care o vom nota cu acela܈i 
simbol �. Atunci, urmând defini܊ia dată de A. 
Bejancu [2] pentru ܴܥ − subvarietă܊i, introducem 
o clasă specială de subvarietă܊i ale lui ܯ după cum 
urmează. 
Defini܊iaă1. Spunem că ܰ este o subvarietate semi-
invariantă a ሺ�, �ሻ −varietății ܯ dacă există o 
distribuție ܦ pe ܯ care satisface condițiile: ሺ�ሻ   ܦ este o distribuție nedegenerată în raport cu � și avem  �ሺܦ�ሻ ⊂ � ∀    ,�ܦ א ܰ, 
adică, ܦ este � −invariantă. ሺ��ሻ  Distribuția ܦ⊥ complementar ortogonală pe ܦ în �ܰ este � −anti-invariantă, adică, �ሺܦ�⊥ሻ ⊂ ��ܰ⊥,     ∀ � א ܰ. ሺ���ሻ �2ሺܦ⊥ሻ este o distribuție pe ܰ. 

Dacă în particular, ܯ este o varietate 
aproape hermitiană, atunci ob܊inem conceptul de ܴܥ −subvarietate. În acest caz, condi܊ia ሺ���ሻ este 
o consecin܊ă a lui ሺ�ሻ ܈i ሺ��ሻ. Mai mult, conceptul 
de subvarietate semi-invariantă de mai sus este o 
generalizare a tuturor extensiilor conceptului de ܴܥ −subvarietate la varietă܊i aproape para-
hermitiene, varietă܊i aproape de contact metrice, 
varietă܊i aproape de paracontact metrice, etc. (vezi 
Bejancu [3]). 
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paracontact metric manifolds, etc. (see Bejancu 
[3]). 

Some particular classes of semi-invariant 
submanifolds are defined as follows. Let ݌ and ݍ 
be the ranks of the distributions ܦ and ܦ⊥ 
respectively. If ݍ = Ͳ, that is ܦ⊥ = {Ͳ}, we say that ܰ is an � −invariant submanifold of ܯ. If ݌ = Ͳ, 
that is ܦ = {Ͳ}, we call ܰ an � −anti-invariant 
submanifold of ܯ. Thus, ܰ is an � −invariant 
(resp. � −anti-invariant ) submanifold if and only 
if �ሺ�ܰሻ ⊂ �ܰ     ሺ݌ݏ݁ݎ.  �ሺ�ܰሻ ⊂ �ܰ⊥ሻ. 
If ݍ݌ ≠ Ͳ then ܰ is called a proper semi-invariant 
submanifold. Now, we denote by ̃ܦ the 
complementary orthogonal vector bundle to �ሺܦ⊥ሻ 
in �ܰ⊥. If ̃ܦ = {Ͳ}, then we say that ܰ is a normal � −anti-invariant submanifold. Thus ܰ is normal � −anti-invariant if and only if �ሺܦ⊥ሻ =  .⊥ܯ�

Taking into account the Definition 1 we 
deduce that the tangent bundle and the normal 
bundle of a semi-invariant submanifold ܰ have the 
orthogonal decompositions: ሺܽሻ  �ܰ = ⊥ܰ�  ሺܾሻ    ݀݊ܽ   ⊥ܦ۩ܦ = �ሺܦ⊥ሻ۩̃ܦ.                               ሺͻሻ 
Then we denote by ܲ and ܳ the projection 
morphisms of �ܰ on ܦ and ܦ⊥ respectively, and 
obtain ሺܽሻ  ܺ = ܲܺ + ܳܺ,         ሺܾሻ  �ܺ = �ܺ + �ܺ, ∀ ܺ א Γሺ�ܰሻ,     ሺͳͲሻ 
where we put ሺܽሻ  �ܺ = �ܲܺ  ܽ݊݀   ሺܾሻ  �ܺ = �ܳܺ.                                       ሺͳͳሻ 
Thus � is a tensor field of type ሺͳ,ͳሻ on ܰ, while � is a �ሺܦ⊥ሻ −valued vector ͳ −form on ܰ. 
Next, we prove the following. 
Proposition 1. Let ܰ be a semi-invariant 
submanifold of a ሺ�, �ሻ −manifold ܯ. Then we 
have the following assertions: ሺ�ሻ   ܰ is a ሺ�, �ሻ −manifold.  ሺ��ሻ  �2ሺܦ⊥ሻ is a vector subbundle of ܦ⊥.  ሺ���ሻ The vector bundle ̃ܦ is � −invariant, that is, 
we have �(̌ܦ�) ⊂ �ܦ̌  ,      ∀ � א ܰ. 
Proof. ሺ�ሻ By definition, � is a semi-Riemannian 
metric on ܰ and � is a tensor field of type ሺͳ,ͳሻ on ܰ, we need only to show ሺ͹ሻ. By using ሺͳͳܽሻ, ሺͳͲܽሻ and ሺ͹ሻ for � we obtain �ሺ�ܺ, ܻሻ = �ሺ�ܲܺ, ܻሻ = �ሺ�ܲܺ, ܻܲሻ= −�ሺܲܺ, �ܻܲሻ =                   = −�ሺܺ, �ܻܲሻ = �ሺܺ, �ܻሻ,              ∀ ܺ, ܻ א Γሺ�ܰሻ. 

Câteva clase particulare de subvarietă܊i 
semi-invariante sunt definite după cum urmează. 
Fie ܈ ݌i ݍ rangurile distribu܊iilor ܈ ܦi respectiv ܦ⊥. 
Dacă ݍ = Ͳ, adică ܦ⊥ = {Ͳ}, spunem că ܰ este o 
subvarietate � −invariantă a lui ܯ. Dacă ݌ = Ͳ, 
adică ܦ = {Ͳ}, spunem că ܰ este o subvarietate � −anti-invariantă a lui ܯ. Astfel, ܰ este o 
subvarietate � −invariantă (respectiv � −anti-
invariantă ) dacă ܈i numai dacă �ሺ�ܰሻ ⊂ �ܰ     ሺݐܿ݁݌ݏ݁ݎ��  �ሺ�ܰሻ ⊂ �ܰ⊥ሻ. 
Dacă ݍ݌ ≠ Ͳ atunci ܰ se nume܈te subvarietate 
proprie semi-invariantă. Acum, să notăm cu ̃ܦ 
fibratul vectorial complementar ortogonal lui �ሺܦ⊥ሻ în �ܰ⊥. Dacă ̃ܦ = {Ͳ}, atunci vom spune 
că ܰ este o subvarietate normal � −anti-
invariantă. Astfel ܰ este normal � −anti-
invariantă if dacă ܈i numai dacă �ሺܦ⊥ሻ =  .⊥ܯ�

 ia 1 deducem că܊inând cont de Defini܉
fibratul tangent ܈i fibratul normal al unei 
subvarietă܊i semi-invariante ܰ au descompunerile 
ortogonale: ሺܽሻ  �ܰ = ⊥ܰ�  ș�    ሺܾሻ   ⊥ܦ۩ܦ = �ሺܦ⊥ሻ۩̃ܦ.                               ሺͻሻ 
Să notăm cu ܲ ܈i ܳ morfismele de proiec܊ie ale lui �ܰ pe ܈ ܦi respectiv ܈ ⊥ܦi ob܊inem ሺܽሻ  ܺ = ܲܺ + ܳܺ,         ሺܾሻ  �ܺ = �ܺ + �ܺ, ∀ ܺ א Γሺ�ܰሻ,     ሺͳͲሻ 
Unde am notat  ሺܽሻ  �ܺ = �ܲܺ  ș�   ሺܾሻ  �ܺ = �ܳܺ.                         ሺͳͳሻ 
Astfel � este un câmp tensorial de tip ሺͳ,ͳሻ pe ܰ, 
în timp ce � este o ͳ −formă vectorială �ሺܦ⊥ሻ −valuată pe ܰ. 
În cele ce urmează demonstrăm următoarea 
afirma܊ie.. 
Propozi܊iaă1. Fie ܰ  o subvarietate semi-invariantă 
a ሺ�, �ሻ −varietății ܯ. Atunci următoarele 
afirmații sunt adevărate: ሺ�ሻ   ܰ este o ሺ�, �ሻ −varietate.  ሺ��ሻ  �2ሺܦ⊥ሻ este un subfibrat vectorial al lui ܦ⊥.  ሺ���ሻ Fibratul vectorial ̃ܦ este � −invariant, that 
is, adică avem �(̌ܦ�) ⊂ �ܦ̌  ,      ∀ � א ܰ. 
Demonstra܊ie. ሺ�ሻ Prin defini܊ie, � este o metrică 
semi-riemanniană pe ܰ ܈i � este un câmp tensorial 
de tip ሺͳ,ͳሻ pe ܰ , deci trebuie doar să dovedim ሺ͹ሻ. 
Folosind ሺͳͳܽሻ, ሺͳͲܽሻ ܈i ሺ͹ሻ pentru �, ob܊inem  �ሺ�ܺ, ܻሻ = �ሺ�ܲܺ, ܻሻ = �ሺ�ܲܺ, ܻܲሻ= −�ሺܲܺ, �ܻܲሻ =                   = −�ሺܺ, �ܻܲሻ = �ሺܺ, �ܻሻ,              ∀ ܺ, ܻ א Γሺ�ܰሻ. 
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Thus ሺ͹ሻ is satisfied for � and �, and therefore ܰ 
is a ሺ�, �ሻ −manifold.  ሺ��ሻ Take ܺ א Γሺܦሻ and ܻ א Γሺܦ⊥ሻ. Then by using ሺ͹ሻ we obtain �ሺܺ, �2ܻሻ = −�ሺ�ܺ, �ܻሻ = Ͳ, 
since �ܺ א Γሺܦሻ and �ܻ א Γሺ�ܯ⊥ሻ. Hence �2ሺܦ⊥ሻ is orthogonal to ܦ and by condition ሺ���ሻ 
of Definition 1 we deduce that �2ሺܦ⊥ሻ is a vector 
subbundle of ܦ⊥. ሺ���ሻ Take א Γሺ�ܰሻ , ܻ א Γሺܦ⊥ሻ and � א Γ(̃ܦ). 
Then by using ሺ͹ሻ and ሺͳͲܾሻ we obtain  �ሺ��, ܺሻ = −�ሺ�, �ܺሻ = −�ሺ�, �ܺ + �ܺሻ= Ͳ , 
and �ሺ��, �ܻሻ = −�ሺ�, �2ܻሻ = Ͳ , 
since �ܺ א Γሺܦሻ, �ܺ א Γሺ�ܦ⊥ሻ and �2ܻ  that ,⊥ܦ�۩ܰ� is orthogonal to ܦ̃� ሻ. Thus⊥ܦΓሺא
is, �̃ܦ is a vector subbundle of ̃ܦ. This completes 
the proof of the proposition.             ∎ 

Taking into account that � is an 
automorphism of �ܯ provided ܯ is a non-
degenerate ሺ�, �ሻ −manifold, by condition ሺ�ሻ of 
Definition 1. and by assertions ሺ��ሻ and ሺ���ሻ of 
Proposition 1 we can state the following. 

Corollary 1. Let ܰ be a semi-invariant 
submanifold of a nondegenerate ሺ�, �ሻ −manifold ܯ. Then we have: �ሺܦሻ = ሻ⊥ܦ2ሺ�     ,ܦ = (ܦ̃)�  ݀݊ܽ     ⊥ܦ =  .ܦ̃
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Astfel ሺ͹ሻ este satisfăcută pentru � ܈i �, ܈i în 
consecin܊ă ܰ este o ሺ�, �ሻ −varietate.  ሺ��ሻ Să luăm ܺ א Γሺܦሻ ܈i ܻ א Γሺܦ⊥ሻ. Atunci 
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deoarece �ܺ א Γሺܦሻ ܈i �ܻ א Γሺ�ܯ⊥ሻ. Deci �2ሺܦ⊥ሻ este ortogonal pe ܈ ܦi prin condi܊ia ሺ���ሻ 
din Defini܊ia 1 deducem că �2ሺܦ⊥ሻ este un 
subfibrat vectorial al lui ܦ⊥. ሺ���ሻ Să luăm א Γሺ�ܰሻ , ܻ א Γሺܦ⊥ሻ ܈i � א Γ(̃ܦ). 
Atunci, folosind ሺ͹ሻ ܈i ሺͳͲܾሻ ob܊inem  �ሺ��, ܺሻ = −�ሺ�, �ܺሻ = −�ሺ�, �ܺ + �ܺሻ= Ͳ , 
,��i �ሺ܈ �ܻሻ = −�ሺ�, �2ܻሻ = Ͳ , 
deparece �ܺ א Γሺܦሻ, �ܺ א Γሺ�ܦ⊥ሻ ܈i �2ܻ  este un subfibrat vectorial al ܦ̃� adică ,⊥ܦ�۩ܰ� este ortogonal lui ܦ̃� ሻ. Astfel, rezultă că⊥ܦΓሺא
lui ̃ܦ. Aceasta completează demonstra܊ia 
propozi܊iei.           ∎ 

 inând cont că � este un automorfism al܉
lui �ܯ dacă ܯ este o ሺ�, �ሻ −varietate 
nedegenerată, cu condi܊ia ሺ�ሻ din Defini܊ia 1. ܈i cu 
afirma܊iile ሺ��ሻ ܈i ሺ���ሻ din Propozi܊ia 1 putem 
formula următorul. 

Corolar 1. Fie ܰ o subvarietate semi-
invariantă a unei ሺ�, �ሻ −varietăți nedegenerate ܯ. Atunci avem: �ሺܦሻ = ሻ⊥ܦ2ሺ�     ,ܦ = (ܦ̃)�  ݀݊ܽ     ⊥ܦ =  .ܦ̃
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