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VELOCITY QUADRIVECTOR

Cuadrivectorul viteza

Chiriac Novac-Claudiu
Universitatea “Constantin Brancusi” din Tg-Jiu

Abstract. In this paper we give a definition to relative velocity so that size represents a vector of algebraic
terms. We proof that this vector is contravariant in R* of time type. As an application will determine the relative
velocity of the two observers you know their velocity in relation to third observer.
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1. Preliminarii

Studiul vitezelor si acceleratiilor este definitoriu pentru cinematica. Pentru cinematica
relativista acest studiu este marcat de o serie de aspecte privind caracterul vectorial al acestor
marimi si clasificarea lor ca vectori.

Pentru inceput consideram viteza ca vector tridimensional si ne punem problema de a
gasi relatiile ce existd intre componentele vitezei In doud sisteme de referintd inertiale. Sa
consideram ca fata de sistemul (Q, considerat fix, sistemul w se misca cu o viteza . Pentru
simplificarea formulelor vom considera ca triedele de referinta OXYZ, al lui Q si oxyz al lui w
au axele OX si ox suprapuse, iar miscarea lui w se executa de-a lungul axei OX. Legatura dintre
coordonatele (T,X,Y,Z) ale unui eveniment fatd de reperul Q si coordonatele (t,x,y,z) ale

aceluiasi eveniment fata de w sunt date de formulele lui Lorentz (vezi [6])
( x + vt

T -
Ji==
Y=y
t+—x
T = <
172
\ 1-=

Daca (X,Y,Z), respectiv (x,y, z) reprezintd coordonatele unui punct M ce se misca cu o
viteza u, este clar cd acest vector viteza are componentele diferite in cele doua repere, si anume,
pentru observatorul Q avem

_ (dX dY dzZ
~ \dT’dT’dT
iar pentru w avem

_ (dx dy dz) _
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Derivand primele trei dintre relatiile (1) obtinem (in ipoteza ca aceste derivate exista)

( uytv dt
Ux = —~ T
T2
] dt (2)
U,y = uy ) d_T
dt
k’U,Z = uz . ﬁ )
iar pentru derivata d—; , din ultima relatie (1) deducem
dt B 1+ Clzux
ar -~ il
1=-=
Astfel formulele (2) devin
( Uy +v
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1y :—zux
UZ
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{ U.y = uy— , 3
1+ C%ux ®3)
UZ
-2
Uz = Uy
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Care rezolva problema formulata. Pentru inversarea acestor formule se poate proceda prin calcul
direct, sau se reia rationamentul pornind de la inversele formulelor (1) si se obtin formulele:

( Uy — U
ux=1 v
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fuy =wr—— @
cz X
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uz=uZ1 v
\ ~ 2 Ux

Formulele lui Lorentz au fost stabilite ca transformari ale coordonatelor evenimentelor
observate de diferiti referentiali. Este necesar insd sad interpretam transformarile Lorentz si ca
schimbari ale bazelor algebrice atasate observatorilor inertiali.

Dacid B = {eg,e;,e;,e3} si B ={é,,8&,,8&, &)} sunt baze algebrice ale observatorilor
inertiali w si @ ce au acelasi eveniment origine O si aceleasi unitati pentru spatiu si timp, intre
elementele acestor baze, considerate ca vectori de pozitie ai evenimentelor respective, vor avea
loc niste relatii de dependenta liniara:
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&, = ade, + aje; + aie, + ajes

(80
— 0 1 2 3
4 1 =aje,+aje; +aje, +ajes )
, = adey + ale; +ase, +aies
Lé:g = adey + ale; + ale, + die;
Transformarea Lorentz inteleasa ca trecere de la observatorul w la @, sau ca relatii intre bazele
algebrice ale acestor doi observatori, se defineste prin matricea

D ™

T:| 2 2 2 2 (6)

obtinuta prin transpunerea tabloului de coeficienti din (5).
Semnificatia practica a transformarilor Lorentz ca schimbari de baze algebrice se reduce la o
anume corespondentd intre etaloanele celor doi observatori.

Folosind baza algebrica, fiecare observator inertial ataseaza evenimentelor sisteme de
patru numere scriind
e =x%, + xle; + x%e, + x3e;. (7)
Identificand evenimentul e cu sistemul de numere (x°,x?, x2, x3)¢, vector coloand, se constati
usor ci acest vector din R*, considerat vector de pozitie al evenimentului e este contravariant.
Intr-adevar, dacd w si @ sunt doi observatori inertiali, fiecare giseste pentru evenimentul e 0
dezvoltare de forma
e =x'e; , e=%g . (8)
Inlocuind, conform (5), & = aje;, gisim x'e; = #/aje;, deci x' = aj¥/ ,i = 1,2,3.

Notand cu blk, i,k = 0,1,2,3 elementele matricei T~1, aceasta ultima relatie se mai scrie
in forma echivalentd
%k = bfxt, k=0,1,23, (9)
ceea ce exprimd contravarianta vectorului de pozitie al evenimentului e.

2. Cuadrivectorul viteza

Prin termenul cuadrivector, intelegem un vector, in sensul clasificarii algebrice, din
spatiul R* al evenimentelor. Deoarece problemele se formuleazi in mod similar in R? si chiar
R?, se va vedea cd esential nu este dimensiunea 4 a spatiului liniar R*, ci modul de comportare a
componentelor marimii considerate in cazu unei schimbari Lorentz a bazei, adicd covarianta,
respectiv contravarianta acestora.

Formulele (3) si (4) care dau legatura intre componentele u, ,u, ,u, $i uy,uy ,uy ale
vitezei (tridimensionale) din doud repere inertiale w si €, sunt in primul rand neliniare, deci
aceasta vitezd ca marime fizica in spatiul de evenimente, nu este vector (nici covariant, nici
contravariant). Se impune astfel reconsiderarea modului de descriere a vitezei incat aceasta
marime sa reprezinte un vector si din punct de vedere algebric.

Se stie cd, in spatiul euclidian R3, viteza
_ dx dy dz

B (dt "dt’ dt)
este un vector contravariant ca si vectorul de pozitie (x,y, z) al punctului ce executd miscarea.
Sa vedem de ce si sd incercam sa folosim un procedeu similar pentru a obtine un cuadrivector
viteza in spatiul de evenimente. Explicatia este simpla: timpul si deci si intervalele de timp, sunt
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marimi invariante fatd de transformadrile Galilei ( vezi [8]), iar viteza se obtine raportand
intervalele spatiale la intervale temporare. Cum in teoria relativitdtii, timpul nu mai este
,,absolut” este normal ca vectorul vitezd din mecanica clasica sa nu mai fie vector Tn mecanica
relativistad. Solutia ce se degaja pentru a obtine un cuadrivector vitezd este de a nu raporta
variatia coordonatelor spatiale la timpul coordonatd, ci de a raporta variatia coordonatelor
evenimentelor la timpul propriu, care este un invariant al transformarilor Lorentz.

Sa consideram ca un observator inertial w constatd evolutia unei particule P ca 0
succesiune de evenimente:
e(t) = (x° = ct, x1 (1), x3(1)).

Presupunem ca viteza momentana ( tridimensionald) este
_ i dxt .
7 = (v, v?,v3), unde v = - i= 1,2,3.

Fie T timpul propriu al particulei P, masurat cu metrica indefinia temporala conform formulei:

v
At = k(e(t), e(t + At)) = JC2At2 — Ax? — Ay? — Az2 = cAt |1 — P (10)

masuratoarea incepand de la un anume eveniment ales ca origine in evolutia particulei.
Definitie. Numim cuadrivector viteza al particulei (in momentul t) marimea de componente:

dx® cAt 1
u® =—= lim = ) (11)
drt AT—0 2 »2
CAt\/l - Jl -
. . C . C
dxt - AxtAt vt

ul = i =123

= 1 = ,
dt ATS0 At At 2
c|1— c_2

in ipoteza ca limitele considerate exista. m

Propozitia urmitoare justifici denumirea de cuadrivector pentru mirimea de componente u°, u?,
u?, u® de mai sus.

Propozitie. Cuadrivectorul vitezd, definit prin componentele (11) este un vector contravariant
n R*, de tip temporal.

Demonstratie. Am vazut cd localizarea evenimentelor se face prin vectori de pozitie
contravarianti ai caror componente se schimba conform formulelor (9), deci si diferentele:

e(t + At) — e(t) = (Ax°, Ax', Ax?, Ax3)

vor fi vectori contravarianti. Conform formulelor (9) aceste diferente se raporteaza la invariantul
At, ceea ce arata ca si componentele cuadrivitezei se schimba tot conform formulelor (9). Faptul
ca cuadrivectorul viteza este de tip temporal se vede prin aceea ca u® > 0 si (u°)? — (u%)? —
W*?-(w"?=1>0. =m

Cuadrivitezele sistemelor inertiale. Vom scrie un sistem inertial ca pe o multime de evenimente
de forma w = {A(1,7) : 1 € R}, unde v era viteza lui w fata de observatorul Q, considerat fix,
bineinteles in ipoteza ca  si w au acelasi eveniment de origine. Se constatd usor ca (1,v)
reprezinta exact cuadrivectorul viteza al observatorului w fata de €, sau, mai exact, este coliniar
cu acest cuadrivector. Intr-adevar, daci nu masurdm timpul in secunde, ci In metri, avem w =
{A(c,v) : 1 € R} unde ¥ are componentele exprimate tot in m/s ca in formulele (11). Notand
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obtinem, conform formulelor (11),

w = {u@® ut,u?ud):u eR},
ceea ce aratd ca, in cazul sistemelor de referintd inertiale, cuadrivectorul viteza determina
evolutia acestora in spatiul de evenimente.

In scriere matriceals, tinind cont de contravarianta cuadrivectorului viteza, acesta are
forma unei matrici coloana u = (u° u',u? u3). Cu aceasti notatic putem reprezenta
observatorul w ca pe o multime de vectori de pozitie ai unor evenimente si anume
w={uu: pu € R}

3. Viteza relativa a doi observatori

Ca aplicatie a proprietatii de contravarianta a cuadrivitezei vom stabili formula vitezei
relative a doi observatori cand se stiu vitezele acestora fatd de al teilea observator (revenind la
definitia 4-vitezei si considerand contravarianta ei stabilitd).

Sa consideram ca fatda de un observator (), considerat fix, observatorii w; si w, se misca
cu vitezele v; si respectiv 7, (tridimensionale). Ne punem problema de a gasi viteza ¥ a
observatorului w, fata de w;.

Tn locul vitezelor 7, si ¥, cu care w, se miscd fata de €, respectiv w;, vom considera
cuadrivitezele prin care w, se reprezinta ca multimi de evenimente pentru cei doi observatori.
Astfel, pentru Q, w, este definit prin cuadriviteza:

wy = (1= v3c™) ™2, (A - vde2)27,),

lar pentru w,, acelasi observator w, este definit prin cuadriviteza

u=((1-v2c?)7V2 (1 —vic?)"1/2p,).

Contravarianta cuadrivitezei exprima faptul ca, atunci cand trecem de la observatorul Q la wq,
cuadriviteza u, trece in u, componentele ei schimbandu-se exact dupa formulele de transformare
Lorentz in forma vectoriald (vezi [7]) unde insa in locul lui ¥ apare —;. Astfel, dupa notatia
simplificatoare a, = (1 — v2¢c~2)~1/2 obtinem:

cla, v = ctay, (U, — 7y) + (ay, — 1)vi%(< 9y, ¢ tay, By > —c7ray, vE)T, 12
{ cla, = a, (c7la,, — 2 < By, ¢ ay, Ty >) (12)
Inlocuind ¢~*a,, din a doua formula in prima si simplificind cu ¢~ *a,,,, rezultd
v
Ty =0y + (@, — Vv 2(< 0,7, > —vi)7, (13)

avl(l - C_2 < 171, 772 >)2
care rezolva problema vitezei relative a celor doi observatori.
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