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Abstract. In the present papper we obtain necessary and suficient condition for the integrability 
of complementary orthogonal distribution on a semi-invarioant submanifold of a paraquaternionic 
Kählerămanifold. 
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1. Introducere 
Fie ܰ o subvarietate normal anti-invariantăă deă codimensiuneă ݊ aă uneiă varietă܊iăͶ݉ −dimensionale para-cuaternioniceăKählerăሺܯ, �, �ሻ ܈iăfieă� ܈i �⊥ distribu܊iiăcomplementară

ortogonale pe ܰ. Atunci conform defini܊iilorăluiă� ܈i �⊥ areălocălocalădescompunereaăortogonală ܶܰ = � ⊕ �⊥                   ሺͳሻ 

Săăconsiderămăunăcâmpălocalădeărepereăortonormaleă{��, … , ܷ�} ale fibratului normal ܶܰ⊥,ă܈iă
săădefinim �௔௜ ∶= ௔ܬ ௜ܷ,    ܽ א {ͳ, ʹ, ͵}, ݅ א {ͳ, … , ݊}.         ሺʹሻ 

Dinădefini܊iaă anterioarăă rezultăă căă {�௔௜},   ܽ א {ͳ, ʹ, ͵}, ݅ א {ͳ, … , ݊}, esteăunăcâmpă locală deă
repere ortonormale ale lui �⊥. Astfel putem pune ܺ = �ܺ + ∑ ∑ �௕௜ሺܺሻ�௕௜ ,   ∀ ܺ א Γሺܶܰ⊥ሻ�

௜=ଵ  ,         ሺ͵ሻଷ
௕=ଵ  

unde � esteămorfismulădeăproiec܊ieăaăluiăܶܰ pe � înăraportăcuădescompunereaăሺͳሻ, iar �௕௜ sunt ͳ −formeădiferen܊ialeădateăde �௕௜ሺܺሻ ∶= �௕௜�ሺܺ, �௕௜ሻ , �௕௜ = �ሺ�௕௜, �௕௜ሻ.            ሺͶሻ 

Acum,ăaplicămăܬ௔, ܽ א {ͳ, ʹ, ͵}, lui ሺ͵ሻ ܈iăfolosindăሺʹሻ ob܊inem ሺܽሻ  ܬଵܺ = ܺ�ଵܬ   + ∑{�ଶ௜ሺܺሻ�ଷ௜ + �ଷ௜ሺܺሻ�ଶ௜ + �ଵ௜ሺܺሻ ௜ܷ}�
௜=ଵ  , 

ሺܾሻ  ܬଵܺ = ܺ�ଵܬ   − ∑{�ଵ௜ሺܺሻ�ଷ௜ + �ଷ௜ሺܺሻ�ଵ௜ − �ଶ௜ሺܺሻ ௜ܷ},             ሺͷሻ�
௜=ଵ  



Annalsăofătheă„ConstantinăBrâncuși”ăUniversityăofăTârguăJiu,ăLetterăandăSocialăScienceăSeries , Supplement 1/2017 
 

„ACADEMICA BRÂNCU܇I”PUBLISHER 
 

180 

ሺܿሻ  ܬଵܺ = ܺ�ଵܬ   + ∑{�ଵ௜ሺܺሻ�ଶ௜ − �ଶ௜ሺܺሻ�ଵ௜ + �ଷ௜ሺܺሻ ௜ܷ}�
௜=ଵ . 

Înăcontinuare,ăconsiderămăecua܊iaăluiăGaussă(veziăB.Y.ăChenă[3]ă). ̃׏௑ܻ = ௑ܻ׏ + ℎሺܺ, ܻሻ, ∀ ܺ, ܻ א Γሺܶܰሻ,          ሺ͸ሻ 

unde ܈ ̃׏iă׏ sunt conexiunile Levi-Civita pe ሺܯ, �ሻ ܈iărespectiveăpeăăሺܰ, �ሻ, iar ℎ esteăaădouaăformăă
fundamental a lui ܰ.ăDeăasemeneaăareălocăecua܊iaăluiăWeingarten ̃׏௑ܷ = −��ܺ + , ܷ⊥௑׏ ∀ ܺ א Γሺܶܰሻ, ܷ א Γሺܶܰ⊥ሻ,        ሺ͹ሻ 

unde �� esteăoperatorulăformăăalăluiăܰ înăraportăcuăsec܊iuneaănormală ܷ, iar ׏⊥ este conexiunea  
normalăăpeăܶܰ⊥. Mai mult ℎ ܈iă�� suntălegateăprinărela܊ia �ሺℎሺܺ, ܻሻ, ܷሻ = �ሺ��ܺ, ܻሻ,    ∀ܺ, ܻ א Γሺܶܰሻ, ܷ א Γሺܶܰ⊥ሻ.       ሺͺሻ 

Propozi܊iaă1. Fie ܰ o subvarietate normal anti-invariantăădeăcodimensiuneă݊ aăuneiăvarietățiă
para-cuaternioniceășählerăăሺܯ, �, �ሻ. Atunci avem ℎሺܺ, ௔ܻሻܬ = �௔ ∑{�௔௜ሺ׏௑ܻሻ ௜ܷ},             ሺͻሻ�

௜=ଵ  

pentru orice ܺ, ܻ א �ሺ�ሻ Юiăܽ א {ͳ, ʹ, ͵}. 

Demonstra܊ie. Prin calcule directe, folosind ሺ͸ሻ ܈iăሺͷܽሻ deducemăcă ׏௑ܬଵܻ + ℎሺܺ, ଵܻሻܬ = ௑ܻሻ׏ଵ�ሺܬ + ∑ {�ଶ௜ሺ׏௑ܻሻ�ଷ௜ + �ଷ௜ሺ׏௑ܻሻ�ଶ௜ + �ଵ௜ሺ׏௑ܻሻ ௜ܷ}�௜=ଵ ,ଵℎሺܺܬ++ ܻሻ + ଶܻܬሺܺሻࢗ − ࢘ሺܺሻܬଷܻ .  
 Luândăcomponenteleănormaleăînăecua܊iaădeămaiăsusăob܊inemăሺͻሻ pentru ܽ = ͳ.ă Înămodăsimilar 
rezultăăሺͻሻ pentru ܽ = iăܽ܈ ʹ = ͵.                                                                                                ∎ 

Defini܊iaă 1. Spunemă căă ܰ este � −geodezicăă dacăă aă douaă saă formăă fundamentală ℎ satisface 
condiția (vezi A. Bejancu [1]) ℎሺܺ, ܻሻ = Ͳ, ∀ܺ, ܻ א �ሺ�ሻ.               ሺͳͲሻ 

Atunci folosind ሺ͸ሻ ܈iă ሺͳͲሻ deducemăcăăܰ este � −geodezicăădacăă܈iănumaiădacăăoriceăgeodezicăă
a lui ሺܰ, �ሻ care trece prin fiecare � א ,ܯiăesteătangentălaă�� esteăoăgeodezicăăaăluiăሺ܈ ܰ �ሻ. 

2. Integrabilitatea distribu܊iilor pe o subvarietate normal anti-invariantă 
Teorema 1. Fie ܰ o subvarietate normal anti-invariantăăaăvarietățiiăpara-cuaternioniceășählerăăሺܯ, �, �ሻ.ăAtunciăurmătoareleăafirmațiiăsuntăechivalente: ሺ݅ሻ   Ceaădeăaădouaăformăăfundamentalăăℎ a lui ܰ satisficeărelațiile ℎሺܺ, ௔ܻሻܬ = ℎሺܻ, ,௔ܺሻܬ ∀ܺ, ܻ א �ሺ�ሻ, ܽ א {ͳ, ʹ, ͵}.            ሺͳͳሻ  ሺ݅݅ሻ  ܰ este � −geodezică. ሺ݅݅݅ሻ Distribuțiaăpara-cuaternionicăă� esteăintegrabilă. 

Demonstra܊ie.ăሺ݅ሻ ⟹ ሺ݅݅ሻ. Folosind ሺͳͳሻ deducemăcăă ℎሺܬଷܺ, ܻሻ = ℎሺܺ, ଷܻሻܬ = ℎ(ܺ, (ଶܻሻܬଵሺܬ = ℎሺܬଵܺ, ଶܻሻܬ =                  = ℎሺܬଶሺܬଵܺሻ, ܻሻ = −ℎሺܬଷܺ, ܻሻ, ∀ܺ, ܻ א �ሺ�ሻ, 
Careăimplicăăℎሺܬଷܺ, ܻሻ = Ͳ.ă܉inândăcontăcăăܬଷ este un automorfism al lui �ሺ�ሻ ob܊inemăሺͳͲሻ. 
Deci ܰ este � −geodezică. ሺ݅݅ሻ ⟹ ሺ݅݅݅ሻ. Folosind ሺͳͲሻ ܈iăሺͶሻ înăሺͻሻ deducemăcă 
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�ሺ׏௑ܻ, �௔௜ሻ = Ͳ ,    ∀ܺ, ܻ א �ሺ�ሻ, ܽ א {ͳ, ʹ, ͵}, ݅ א {ͳ, … , ݊}.            ሺͳʹሻ 

Deci ׏௑ܻ א �ሺ�ሻ,ăceeaăceăimplică [ܺ, ܻ] = ௑ܻ׏ − ௒ܺ׏ א �ሺ�ሻ. 

Astfelărezultăăcăă� esteăintegrabilă. ሺ݅݅݅ሻ ⟹ ሺ݅ሻ. Folosind ሺͻሻ ܈iăሺͶሻ ܈iă܊inândăcontă׏ esteăoăconexiuneăfărăătorsiune,ăob܊inem ℎሺܺ, ௔ܻሻܬ − ℎሺܻ, ௔ܺሻܬ = ∑{�ሺ[ܺ, ܻ], �௔௜ሻ ௜ܷ} = Ͳ,�
௜=ଵ  

pentru orice ܺ, ܻ א �ሺ�ሻ ܈iăܽ א {ͳ, ʹ, ͵}.ăAceastaăcompleteazăădemonstra܊iaăteoremei.ăăăăăăăăăăă∎ 

Propozi܊iaă 2.ă Operatoriiă formăă �௜ înă raportă cuă secțiunileă normaleă ௜ܷ, ݅ א {ͳ, … , ݊}, satisfac 
identitățile: �௜�௔௝ = �௝�௔௜, ∀ܽ א {ͳ, ʹ, ͵}, ݅, ݆ א {ͳ, … , ݊}.             ሺͳ͵ሻ 

Demonstra܊ie.ăLuămăܺ א  Γሺܶܰሻ ܈iăܻ = �ଵ௜ ܈iăfolosindăሺ͸ሻ, ሺ͹ሻ ܈iăሺʹሻ ob܊inem −�௜ܺ + ⊥௑׏ ௜ܷ = ௑�ଵ௜ሻ׏ଵሺܬ + ,ଵℎሺܺܬ �ଵ௜ሻ − ሺܺሻ�ଷ௜ࢗ + ࢘ሺܺሻ�ଶ௜. 
Atunci folosind ሺͺሻ, ሺʹሻ ܈iăegalitateaădeămaiăsusădeduceăcă �(�௝�ଵ௜ , ܺ) = �(ℎሺܺ, �ଵ௜ሻ, ௝ܷ) = ,ଵℎሺܺܬ)�− �ଵ௜ሻ, �ଵ௝) = �(�௜ܺ + ,௑�ଵ௜ሻ׏ଵሺܬ �ଵ௝)= �(�௜ܺ, �ଵ௝) − ,௑�ଵ௜׏)� ௝ܷ) = �(ܺ, �௜�ଵ௝) , ∀ܺ א  Γሺܶܰሻ, 
Ceeaăceădemonstreazăăሺͳ͵ሻ pentru ܽ = ͳ.ăÎnămodăsimilarădovedimăሺͳ͵ሻ pentru ܽ = iăܽ܈  ʹ = ͵.∎ 

Înăcontinuareăpeă�ሺ�ሻ definim ͳ −formele Ω௔௜௝ሺܺሻ ≔ ೔�௔௝��׏)� , ܺ),                                      ሺͳͶሻ 

pentru orice ܺ א �ሺ�ሻ, ܽ א {ͳ, ʹ, iă܈ {͵ ݅, ݆ א {ͳ, … , ݊}.ă Atunciă putemă stabiliă următoareaă
proprietate. 

Propozi܊iaă 3. Dacăă ܰ este o subvarietate normal anti-invariantăă deă codimensiuneă ݊ a unei 
varietăți para-cuaternioniceășählerăăሺܯ, �, �ሻ, atunci avem: ߗ௔௜௝ሺܺሻ = ,௔௝௜ሺܺሻߗ ∀ܽ א {ͳ, ʹ, ͵}, ݅, ݆ א {ͳ, … , ݊},                            ሺͳͷሻ 

Юi ሺܽሻ �(ߘ�భ೔�ଶ௝ , ܺ) = ,ଷܺሻܬଵ௜௝ሺߗ � ቀߘ�మೕ�ଵ௜, ܺቁ = మ೔�ଷ௝�ߘ)�  ଷܺሻ, ሺܾሻܬଶ௜௝ሺߗ− , ܺ) = �          ,ଵܺሻܬଶ௜௝ሺߗ− ቀߘ�యೕ�ଶ௜, ܺቁ = య೔�ଵ௝�ߘ)�  ଵܺሻ,                        ሺͳ͸ሻ     ሺܿሻܬଷ௜௝ሺߗ− , ܺ) = ,ଶܺሻܬଷ௜௝ሺߗ � ቀߘ�భೕ�ଷ௜ , ܺቁ =  ,ଶܺሻܬଵ௜௝ሺߗ
pentru orice ܺ א �ሺ�ሻ. 

Demonstra܊ie. Folosind ሺͳͶሻ, ሺʹሻ, ሺ͸ሻ ܈iăሺ͹ሻ ob܊inem Ω௔௜௝ሺܺሻ = ௔ܬ೔��̃׏)� ௝ܷ , ܺ) = ೔��̃׏)௔ܬ)� ௝ܷ), ܺ) = ೔��̃׏)�− ௝ܷ , (௔ܺܬ = �(�௝�௔௜ ,  ௔ܺ),        ሺͳ͹ሻܬ

pentru orice  ܽ א {ͳ, ʹ, ,iă݅܈ {͵ ݆ א {ͳ, … , ݊}. Atunci ሺͳͷሻ rezultăăprinăfolosireaăluiăሺͳ͹ሻ ܈iăሺͳ͵ሻ. 
Apoi folosind ሺ͸ሻ, ሺʹሻ ܈iăሺͳͶሻ deducemăcăă  �(׏�భ೔�ଶ௝, ܺ) = భ೔�ଶ௝�̃׏)� , ܺ) = ,(೔�ଶ௝��̃׏)ଷܬ)� (ଷܺܬ = ,భ೔�ଵ௝�̃׏)� (ଷܺܬ =                                        = Ωଵ௜௝ሺܬଷܺሻ,       ∀ܺ א �ሺ�ሻ, 
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Careădovede܈teăprimaăegalitateăînăሺͳ͸ܽሻ.ăÎnămodăsimilarăseăob܊inătoateăcelelalteăegalită܊iăăăăăăăăăăăăăăînăăăሺͳ͸ሻ.                                                                                                                                      ∎ 

Teorema 2. Fie ܰ o subvarietate normal anti-invariantăăaăvarietățiiăpara-cuaternioniceășählerăăሺܯ, �, �ሻ.ăAtunciăurmătoareleăafirmațiiăsuntăechivalente: ሺ݅ሻ   Distribuțiaă�⊥ esteăintegrabilă. ሺ݅݅ሻ  ߗ௔௜௝ = Ͳ,   ∀ܽ א {ͳ, ʹ, ͵}, ݅, ݆ א {ͳ, … , ݊}. ሺ݅݅݅ሻ Pentru orice ܺ א �ሺ�ሻ Юiăܻ א �ሺ�⊥ሻ avem ℎሺܺ, ܻሻ = Ͳ.                                                         ሺͳͺሻ 

Demonstra܊ie.ă܉inândăcontăcăă׏ esteăfărăătorsiuneă܈iăfolosindăሺͳͶሻ ܈iăሺͳͷሻ, deducemăcă �([�௔௜, �௔௝], ܺ) = Ͳ, ∀ܺ א �ሺ�ሻ, ܽ א {ͳ, ʹ, ͵}, ݅, ݆ א {ͳ, … , ݊}.                      ሺͳͻሻ 

Peădeăaltăăparte,ăfolosindăሺͳ͸ሻ ob܊inem ሺܽሻ �([�ଵ௜, �ଶ௝], ܺ) = ଷܺሻܬଵ௜௝ሺߗ + ,ଷܺሻ, ሺܾሻ �([�ଶ௜ܬଶ௜௝ሺߗ �ଷ௝], ܺ) = ଵܺሻܬଷ௜௝ሺߗ − ,ଵܺሻ,                                                ሺʹͲሻ ሺܿሻ �([�ଷ௜ܬଶ௜௝ሺߗ �ଵ௝], ܺ) = ଶܺሻܬଷ௜௝ሺߗ −  ,ଶܺሻܬଵ௜௝ሺߗ
pentru orice ܺ א �ሺ�ሻ. Atunci din ሺͳͻሻ ܈iăሺʹͲሻ deducemăcăăሺ݅݅݅ሻ implicăăሺ݅ሻ, deoarece {�௔௜}, ܽ ,ͳ}א ʹ, ͵}, ݅ א {ͳ, … , ݊} esteăoăbazăăortonormalăăaăluiăΓሺ�⊥ሻ. 

Acum,ăsăăpresupunemăcăă�⊥ esteăintegrabilă.ăAtunci,ăluândăînăconsiderareăfaptulăcăăܬ௔,             ܽ ,ͳ}א ʹ, ͵}, sunt automorfisme ale lui �ሺ�ሻ din ሺʹͲሻ deducemăcăăߗ௔௜௝ satisface sistemul algebric  ߗଵ௜௝ + ଶ௜௝ߗ = Ͳ, ଷ௜௝ߗ − ଶ௜௝ߗ = Ͳ, ଷ௜௝ߗ − ଵ௜௝ߗ = Ͳ. 

Deci ߗ௔௜௝ = Ͳ pentru orice ܽ א {ͳ, ʹ, ,iă݅܈ {͵ ݆ א {ͳ, … , ݊}.ăAceastaădemonstreazăăcăăሺ݅ሻ implicăăሺ݅݅ሻ.ăÎnăfinal,ăfolosindăሺͳ͹ሻ ܈iăሺͺሻ ob܊inem Ω௔௜௝ሺܺሻ = �(ℎሺܬ௔ܺ, �௔௜ሻ, ௝ܷ), 

Pentru orice ܽ א {ͳ, ʹ, iă܈ {͵ ݅, ݆ א {ͳ, … , ݊},ă careă implicăă echivalen܊aă luiă ሺ݅݅ሻ cu ሺ݅݅݅ሻ. Aceasta 
completeazăădemonstra܊iaăteoremei.ăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăăă∎ 
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