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I ntegrability of distributions on a semi-invariant submanifold of a
paraquaternionic Kahler manifold

Integrabilitatea distributiilor pe o subvarietate normal anti-invarianta a unei varietati
para-cuater nionice K dhler

Chiriac Novac-Claudiu
Universitatea “Constantin Brancusi” din Tg-Jiu

Abstract. In the present papper we obtain necessary and suficient condition for the integrability
of complementary orthogonal distribution on a semi-invarioant submanifold of a paraquaternionic
Kéhler manifold.
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1. Introducere

Fie N o subvarietate norma anti-invarianta de codimensiune n a unei varietati
4m —dimensionale para-cuaternionice Kihler (M,V, g) si fie D si Dt distributii complementar
ortogonale pe N. Atunci conform definitiilor lui D si D are loc local descompunerea ortogonald

TN =D @ Dt (1)

Sa considerdm un cAmp local de repere ortonormale {Uy, ..., U, } ale fibratului normal TN+, si
sa definim

Egy:=J,U;, a€{1,23}, i€f{l,...n}. (2
Din definitia anterioara rezulta ca {E,;;}, a € {1,2,3}, i €{1,...,n}, este un camp local de
repere ortonormale ale lui D+. Astfel putem pune

3 n
X = PX + Z Z W (X)Ey, VX ETTNY,  (3)
b=1i=1

unde P este morfismul de proiectie a lui TN pe D in raport cu descompunerea (1), iar wy; sunt
1 —forme diferentiale date de

wpi(X) = epig(X, Epi) epi = g(Epi, Epi). (4)
Acum, aplicam J,, a € {1, 2,3}, lui (3) si folosind (2) obtinem

(@) hX = hPX + ) {0 (0Es + 030 Ey + w100V,

=1

(B) JiX = JiPX = D {0u(0Fsi + asi(OEy — 0a(0U} ()
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n
(© JX = JPX+ ) {0u(0)Ezi = 02(X0Eyi + w3V,
i=1
In continuare, consideram ecuatia lui Gauss (vezi B.Y. Chen [3]).
VY =V,Y+h(X,Y), VXYEeETI(N), (6)
unde V si V sunt conexiunile Levi-Civitape (M, g) si respective pe (N, g), iar h este a doua forma
fundamental alui N. De asemenea are loc ecuatia lui Weingarten
VU =—AyX+ViU, VXET(TN),UET(TNY), (7)
unde Ay este operatorul forma al lui N in raport cu sectiunea normala U, iar V* este conexiunea
normalid pe TN+. Mai mult h si A, sunt legate prin relatia
g(h(X,Y),U) = g(AyX,Y), VX,Y €T(TN),U€T(TNY). (8)
Propozitia 1. Fie N o subvarietate normal anti-invarianta de codimensiune n a unei varietati
para-cuaternionice Kdhler (M,V, g). Atunci avem

hXJaV) = Ao ) {0a(TNUY, (9)
i=1

pentruoriceX,Y € I'(D) si a € {1, 2,3}.
Demonstratie. Prin calcule directe, folosind (6) si (5a) deducem ca
Vi)1iY + h(X, 1Y) = J1P(VxY) + Xisi{wai (VX V) Es; + w3i(VxY) Bz + w1 (VxY)U 3 +
+/1h(X,Y) + q(X))Y —r(X)]5Y .
Luand componentele normale in ecuatia de mai sus obtinem (9) pentru a = 1. In mod similar
rezulta (9) pentrua = 2 sia = 3. [ ]
Definitia 1. Spunem ca N este D —geodezica daca a doua sa forma fundamental h satisface
conditia (vezi A. Bgancu [1])
h(X,Y) =0, vX,Y € I'(D). (10)
Atunci folosind (6) si (10) deducem ca N este D —geodezica daca si numai dacé orice geodezica
alui (N, g) caretrece prin fiecare x € N si este tangent la D, este o geodezicd a lui (M, g).

2. Integrabilitatea distributiilor pe o subvarietate normal anti-invarianta

Teorema 1. Fie N o subvarietate normal anti-invarianta a varietatii para-cuaternionice Kdhler
(M,V, g). Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) Cea de a doua forma fundamentala h alui N satisfice relatiile
h(X,],Y) = h(Y,],X), VX,Y € I'(D),a € {1,2,3}. (11)
(ii) N este D —geodezica.
(iii) Distributia para-cuaternionica D este integrabila.
Demonstratie. (i) = (ii). Folosind (11) deducem ca
h(JsX,Y) = h(X,J5Y) = h(X,/1U2Y)) = h(hX,],Y) =

= h(J,(J;X),Y) = —h(J3X,Y), vX,Y € I'(D),

Care implica h(J;X,Y) = 0. Tinand cont ca J; este un automorfism a lui I'(D) obtinem (10).
Deci N este D —geodezica.

(it) = (iii). Folosind (10) si (4) in (9) deducem ca
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g(VyY,E,) =0, VX,YET(D), a€{1,23}, i€fl, .. nkh (12)

Deci VyY € I'(D), ceea ce implica

[X,Y] = VyY — V,X € (D).

Astfel rezultd ca D este integrabila.

(iii) = (i). Folosind (9) si (4) si tindnd cont V este o conexiune fara torsiune, obtinem

h(X,Ja¥) = h(Y,JaX) = ) (g(IX, Y], E)U} = 0,

i=1
pentruoriceX,Y € I'(D) si a € {1, 2,3}. Aceasta completeaza demonstratia teoremei. [
Propozitia 2. Operatorii forma A; in raport cu sectiunile normale U;, i € {1,...,n}, satisfac
identitatile:
AiEaj = Aani, VYa € {1, 2, 3}, l,] € {1, ...,Tl}. (13)

Demonstratie. Luaim X € ['(TN) si Y = Ej; si folosind (6), (7) si (2) obtinem
—A;X +VxU; = J;(VxEy) + J1h(X, Eyy) — q(X)E3; + 1(X)Ey;.
Atunci folosind (8), (2) si egalitatea de mai sus deduce ca
g(AjEu"X) = g(h(X, Eli); [J]) = _9(]1h(X; Eli);Elj) = g(AiX + /i (VXEli):Elj)
= g(AiX, Ej) — 9(VxE1, Uj) = (X, AiExj), VX € T(TN),
Ceea ce demonstreazi (13) pentru a = 1. In mod similar dovedim (13) pentrua = 2 sia = 3.m
In continuare pe I'(D) definim 1 —formele
Qqij(X) = g (Vg Eqj, X), (14)

pentru orice X € I'(D), a€{1,2,3} si i,j €{l,..,n}. Atunci putem stabili urmatoarea
proprietate.

Propozitia 3. Daca N este o0 subvarietate normal anti-invarianta de codimensiune n a unei
varietati para-cuaternionice Kdahler (M,V, g), atunci avem:

.Qaij(X) = .Qaji(X), va €{1,2,3}, i,j €{1,..,n}, (15)

s

(@) 9(Vs, B2 X) = 04;05%), (Vi Eri X) = =025 ),

(b) g(VEZiE3j'X) = —ly;;(J1X), g (VE3jE2i:X) = —L3;;(J1X), (16)

(©) 9(Ve,iErppX) = %y Ua%), (i, Bain X) = 014502,

pentruorice X € I'(D).

Demonstratie. Folosind (14), (2), (6) si (7) obtinem

Q0ij(X) = 9(Ve,JaUj X) = 9Ua(Ve, Up), X) = =9 (Ve Uj JoX) = 9(AjEai JoX), (A7)

pentru orice a € {1,2,3} si i,j € {1, ...,n}. Atunci (15) rezulta prin folosirea lui (17) si (13).
Apoi folosind (6), (2) si (14) deducem ca

9(Ve, B2y, X) = 9(Vg, E2j, X) = g(U3(Ve,,E2)) J3X) = 9(Ve, E1j J5X) =
= QlijU3X)’ VX € F(D)1
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Care dovedeste prima egalitate in (16a). In mod similar se obtin toate celelalte egalititi in
(16). ]

Teorema 2. Fie N o subvarietate normal anti-invarianta a varietatii para-cuaternionice Kdihler
(M,V, g). Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) Distributia D+ este integrabild.
(it) Da; =0, Va €{1,2,3}, i,j € {1,...,n}.
(iii) Pentruorice X € I'(D) si Y € I'(D*) avem

h(X,Y) = 0. (18)
Demonstratie. Tinand cont ca V este fara torsiune si folosind (14) si (15), deducem ca
9([Eai Eaj) X)=0, VXer(D), a€f{1,23}, ije{l, ..nk (19)

Pe de alta parte, folosind (16) obtinem

(@) g([Erir E2j) X) = 214U X) + 02:;(J3X),

() 9([E2i Esj]. X) = 251501 X) = 001 X), (20)
(©) g([Esi, E1j], X) = 031;(J2X) — 245;(J2X),

pentruorice X € I'(D). Atunci din (19) si (20) deducem ca (iii) implica (i), decarece {E,;}, a €
{1,2,3}, i € {1, ...,n} este o bazi ortonormali a lui ['(D4).

Acum, si presupunem ci D+ este integrabild. Atunci, ludnd in considerare faptul ci J,, ae
{1, 2, 3}, sunt automorfisme ae lui I'(D) din (20) deducem ci £2,;; satisface sistemul algebric
yij + 0235 = 0, 2345 — ;5 = 0, 355 — £2y;; = 0.

Deci 24;; = 0 pentru orice a € {1,2,3} 5i i,j € {1, ...,n}. Aceasta demonstreazi cd (i) implica
(ii). In final, folosind (17) si (8) obtinem

Qi (X) = g(hUaX, Eq), U)),

Pentru orice a € {1,2,3} si i,j € {1, ...,n}, care implica echivalenta lui (ii) cu (iii). Aceasta
completeazd demonstratia teoremei. [
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