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ABSTRACT: The paper comprises applications to the lengths measurement with spatial norm, the relativity of the
events temporal coordinate, duration measurement with the temporal norm, as well as the twins paradox construed
in Minkowski space.
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1. Introducere

Dacd ne raportam la un sistem de referinta inertial, un eveniment este determinat prin patru
coordonate: trei pentru pozitia spatiald si una pentru timp. Vom nota un eveniment printr-un
sistem de patru numere reale e = (t,x,y,z) sau cu notatiile omogenizate, x, = ct (pe baza
principiului II, de constantd a vitezei luminii) si restul pentru coordonate spatiale, e =
(x0, X1, X2, X3).

Consideram forma patratica
Q(e) = c?t? —x% —y? — 72,

Se stie ca oricdrei forme patratice 1 se poate atasa un produs interior, adicd o functionala
(.,.):R* x R* — R, prin intermediul cidruia structurile matematice ale spatiului respectiv se
construiesc conform unor metode traditionale.

Acest produs interior este definit prin formula
1
(e, e2) = : [Q(e; +e) — Q(e; —e3)].
Notand e; = (t1, X1, ¥1,21) si ey = (t3, X2, V2, 2,), se obtine

_ 2
(e1,€3) = ctyty — X1X — V1Yo — Z123.
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Numim spatiu Minkowski multimea R* (ca spatiu liniar) dotatd cu produsul interior intre
evenimente definit anterior. Pe scurt notam (R4, (.,.)) si 1l putem numi spatiul evenimentelor
care se produc in R3.

Fie (E, (.,.)) un spatiu Minkowski si Q forma patratica atasata acestuia. Spunem despre
evenimentele e4, e, € E ca sunt in relatie de cauzalitate (sau relatie temporald), mai precis e; este
cauza pentru e, sau e, este efect al lui e;, dacd e; = e, sau t; < t, si Q(e, —e;) > 0. Notand
relatia de cauzalitate cu K c E X E, avem deci

K ={(e1, ) e1 = & sauc(ty — t1) >/ = x1)? + (02 = y1)? + (2 — 217}

Relatia § c E X E definita prin :

S = {(91,92): e; = e sauclt, —t;| < \/(xz —x)?+ (2 —y1)?2+ (22— Zl)z}
se va numi relatie spatiald sau relatie de independent cauzala.

Atunci cand pe un spatiu liniar E este definit un produs scalar, printr-o constructie standard se
obtine o norma precum $i 0 metrica.

Aceastd constructie nu este realizabila intocmai in cazul spatiilor Minkowski unde produsul
interior (e,e) = Q(e) poate fi si pozitiv si negativ dar si zero pentru e # 0. Un alt motiv pentru
care aceastd constructie nu se poate aplica in spatiile Minkowski este acela ca regula triunghiului
este uneori inversata.

In concluzie, pe de o parte expresiile prin care definim normele si metricile spatiului Minkowski
trebuie sa tind cont de tipul vectorilor respectivi, iar pe de altd parte inegalitatile fundamentale
trebuie formulate in functie de natura laturilor triunghiului. Vom realiza aceste cerinte
considerand norme restranse, adica definite numai pentru anumiti vectori ai spatiului, determinati
de relatiile binare definite anterior. Astfel normele nu vor fi definite pe intregul E ci vor fi
restranse la parti ale acestui spatiu.

Definitie. Numim norma indefinita temporala pe spatiul Minkowski E functionala
II. ll:: K[0] = R, definita prin expresia :

lelle = (e, €)'/ = Yx? +y? + 22 — c*¢?

Numim  normd  indefinita  spatiald  pe  spatiul  Minkowski E  functionala
II.1ls: S[0] = R, definita prin expresia :

”e”s = [_(e, e)]l/z = \/xz + yZ + 72 — C2t2
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2. Masurarea lungimilor cu norma spatiala.

Considerim w = {A(1,v):A € R}, atunci w* = {u(vc™?1):u € R}, astfel ci e=
(lvc™2,1). Rezulta astfel ca lungimea aparentd pentru w este datd de norma spatiald, adica

”e”s = \/l2 —c2vic 2=l 1—-—=1

c?

Mai mult , norma spatiala permite observatorului w sa afle lungimea barei masurate in
pozitie de repaus. Pentru aceasta trebuie sa consideram cd w poate localiza doua evenimente din
capetele barei, simultan in reperul legat rigid de bara, de exemplu evenimentele de coordonate
(0,0) si (I,I). Conform formulelor anterioare observatorul va gasi pentru aceste evenimente
coordonatele (0,0) si respectiv

\

v
— 1

1
vz, v2
Jl‘c—le‘c—z

Se vede usor cd norma spatiala a acestui ultim element este tot |, desi coordonatele spatiale si
temporale s-au schimbat, coordonata spatiala indicand chiar o dilatare a lungimii segmentului
masurat, de la valoarea | la valoarea [(1 — v?c=2)~1/2,

Acest fapt aratd cd, luate separate, spatiul si timpul sunt notiuni relative, in timp ce luate
impreund, in cadrul spatiu-timpului, ne permit gasirea unor invarianti, in cazul nostru lungimea
masuratd cu norma spatiald. Concluzia in cazul lungimii segmentelor poate fi formulata astfel:

Propozitie. Dacd e; si e, formeaza o pereche spatiala de evenimente pentru un observator
Q,, adica (eq,e,) € S, atunci:

1) Exista un observator inertial w, pentru care e; si e, sunt simultane.

2) Pentru orice observator inertial w pentru care e, si e, sunt simultane, exista un segment
ELE,, in repaus fata de w, Incat e; si e, sd fie evenimente la capetele segmentului.

3) Orice asemenea observator initial w masoara aceeasi lungime ( de repaus) a segmentului
E\E,.

4) Oricare ar fi un alt observator inertial , |le; — e;|ls = é(eq, e;), masuratd de acesta,
coincide cu lungimea de repaus a segmentului respectiv.

3. Relativitatea coordonatei temporale a fenomenelor

Sa consideram ca in acelasi loc, in sistemul de referintd (considerat fix) (), au loc doua
evenimente, la momentul ¢; si t, dupa aprecierea acestui observator. Daca w este un observator
inertial care se misca fata de Q cu viteza v, conform formulelor lui Lorentz speciale (pe care le
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folosim doar pentru simplificarea scrierii, dar rezultatele se mentin si in cazul general),
observatorul acesta nu va receptiona aceste evenimente in acelasi loc si mai mult se va modifica
si intervalul de timp, adica:

Deoarece (1 — v2¢~2)~1/2 > 1, cu egalitate pentru v = 0 formula
At

UZ
Ji==

indica o dilatare a timpului pentru observatorul mobil w.

At' =

Desigur, acest efect are un caracter de reciprocitate, adicd si observatorul () constatd o
dilatare a intervalului de timp intre doud evenimente ce se petrec in acelasi loc in w. In calcul
acest fapt se reflectd in aceea ca schimband pe v cu —v adica considerand transformarile Lorentz
inverse, se gaseste formula anterioara sub forma

In concluzie putem formula urmatorul rezultat:

Propozitie. Daca doua sisteme de referinta inertiale se misca unul fatd de celalalt cu o viteza
v atunci fiecare receptioneaza evenimentele ce se petrec in acelasi loc in celdlat sistem, la
intervale de timp dilatate cu factorul (1 — v2¢=2)~1/2

4. Masurarea duratelor cu norma temporala

Desi timpul-coordonata, cel prin care fiecare observator localizeaza evenimentele, este
relativ, adica se schimba de la un reper la altul si prezinta fenomenul de dilatare, acest timp este
totusi real, obiectiv si masurabil ca atare.

Ca si la lungimi, se poate vorbi despre timp sau durate in repaus si timp sau durate relative.
Problema care apare este daca, folosind coordonatele evenimentelor considerate, observatorul
mobil poate afla durata in repaus dintre aceste evenimente. Raspunsul este afirmativ si se
bazeaza pe invarianta normei ( si metricii) temporale fata de transformarile Lorentz.

Propozitie. Daca e; si e, formeazd o pereche temporala de evenimente pentru observatorul
Q,, atunci:
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1) Exista un observator inertial w, pentru care evenimentele acestea se petrec in acelasi loc.
2) Toti acesti observatori (de tipul lui w, notati generic w) au aceeasi viteza, v, fata de Q .
3) Toti acesti observatori, w, masoara aceeasi duratd de repaus, t,, intre evenimentele e; si
e, .
4) Oricare ar fi un alt observator inertial £, norma temporala a diferentei acestor evenimente
este:
lles — exll: = cto -

5. Paradoxul gemenilor (sau al ceasurilor)

Efectul relativist de dilatare a timpului poate fi preluat din exemplul u-mezonilor sau din alte
experiente fizice si aplicat proceselor biologice, de viatd, deoarce acestea au la baza fenomenele
fizice si chimice ale matabolismului, iar principiile Teoriei Relativiste Restranse au fost
formulate pentru toate fenomenele posibile. Ne putem pune deci problema de a compara vietile a
doi gemeni ndscuti pe Pamant, dintre care unul porneste intr-o céldtorie in Cosmos cu o viteza
comparabild cu viteza luminii. Intr-o varianta simplificatd, care ocoleste complicatiile datorate
profunzimii fenomenului “viata”, experimentul poate fi conceput cu doua ceasuri identice, dintre
care unul este lansat pe o nava cosmica. Daca vom considera numai cazul miscarii rectilinii si
uniforme, situatia se prezinta exact ca in cazul yg-mezonilor, fiind caracterizatd prin reciprocitate,
adica fiecare dintre cei doi gemeni il vede pe celdlalt imbatranind mai incet (ca urmare a dilatarii
timpului, respectiv incetinirii mersului ceasurilor si a proceselor metabolice in sistemul celuilalt).
Ce s-ar intampla insa daca la jumatatea drumului propus, fratele pornit in cosmos se intoarce spre
Pamant cu aceeasi viteza? Desigur in acest caz sistemul de referinta al navei lui nu mai este unul
inertial, deoarece Intoarcerea presupune o franare si apoi o noud accelerare in sens invers, deci o
interventie exterioara, o interactiune (franarea este si ea o accelerare de sens opus directiei de
miscare). In consecinti nu se va mentine reciprocitatea in privinta modului cum fiecare
observator vede evolutia celuilalt. Astfel, daca w se misca fata de Q cu viteza v, iar evenimentul
de intoarcere este localizat de Q) cu coordonatele (t,, vt,), pentru w acest eveniment are loc in
momentul

LAl = ¢
c t — Lo

Situatia fiind similara, la intoarcere apare acelasi decalaj de timp. In final, cand cei doi de
intalnesc, deci se realizeaza evenimentul B, pentru (0 a trecut timpul ¢,, iar pentru w a trecut doar

2to(1 — v?c™2)~Y2. Considerand evenimentul C = G Al O), pentru care IICll: = lAll,,

se vede ca diferenta de timpi masurati de Q si w va fi
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vz
At=2t0 1_ 1_C_2

Ceea ce arata ca observatorul (), ramas pe Pamant imbatraneste mult mai repede.

De exemplu, daca v = 299985 km/s si t, = 100 ani, am avea % [|A]l; = 1 an, deci in timp
ce w Imbatraneste cu doi ani, pe Pamant trec 200 de ani. Desigur, In contextul mecanicii

newtoniene o asemenea situatie este imposibila, paradoxala. Totusi, conform teoriei relativitatii
generalizate acest fenomen este posibil.
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