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QUADRI-TENSORIAL PHYSICAL MEASURES
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ABSTRACT. IN THIS PAPER WE PROPOSE TO DEFINE WITHIN MINKOWSKI'S 4-DIMENSIONAL SPACE
THE MOST IMPORTANT PHYSICAL QUANTITIES WITH TENSOR CHARACTER FROM CLASSICAL
MECHANICS, NAMELY, THE KINETIC MOMENT AND THE MOMENT OF FORCE. WE WILL FIRST
DEFINE THE VECTOR PRODUCT TENSOR AFTER WHICH WE WILL DEFINE THE KINETIC MOMENT
QUADRATIC-TENSOR AND THE MOMENT QUADRATIC-TENSOR OF THE 4-RELATIVISTIC FORCE
ALSO PRESENTING THEIR FORMS.
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1.INTRODUCERE

Cele mai importante marimi fizice cu caracter tensorial din mecanica clasica sunt
momentul cinetic [ = 7 X p si momentul fortei M = 7 x F, marimi pe care ne propunem si le
definim si in cadrul spatiului 4-dimensional al lui Minkowski. In definirea acestor marimi s-a
utilizat insa produsul vectorial, operatie specifica spatiului 3-dimensional, care mu poate fi
preluatd in form ei vectoriala pentru 4-vectori, ci necesita consideratii de algebra tensoriald.

Tntr-adevar, pentru produsul vectorial al vectorilor @, ,a, € R® avem doua definitii
echivalente:

1. Definitia sintetica: @, X a, este un vector perpendicular pe a, si pe a,, de marime
egala cu aria paralelogramului de laturi a; si a,, orientat dupa regula burghiului.
2. Definitia analitica: Daca @, = @,y + GpyJ + Ansk, pentrun = 1,2, atunci
T 7k
a; Xa; =|a;; A1z Qi3

21 Az A2z
Prima defintie nu poate fi adoptatd in R* deoarece (in afard de semnificatia deosebita
a ortogonalitatii) varietatea liniard ortogonald pe 2 vectori este bidimensionald, deci nu
determind o singura directie. Dupa cea de-a doua definitie ar fi natural sd considerdm un
produs vectorial a trei cuadrivectori, pentru a forma un determinant de ordinul patru.

2. TENSORUL PRODUS VECTORIAL
Produsul vectorial a doi 4-vectori (sau chiar n-vectori) poate fi definit ca tensor,
pornind de la observatia ca de fapt el are componente cu doi indici, unul de la componentele
vectorului a; si celalalt de la componentele lui a,. Pentru a putea realiza aceasta extensie a
notiunii de produs vectorial, vom analiza produsul vectorial din R3 din punct de vedere
tensorial.
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Tensorul produs vectorial al vectorilor din R3 se defineste cu ajutorul tensorului de
ordinul trei, unitar si complet antisimetric § = (6aﬁy) ce apare in relatiile care dau produsele
vectoriale ale vectorilor bazei ortonormate {&;,&,,é&;}. Intr-adevir intre elementele bazei
avem relatiile

ey X éﬁ

= 6a[)’yéy ) (1)
cate una pentru fiecare a,f,y = 1,2,3 , care permit scrierea produsului vectorial dintre
oricare doi vectori @; = a,,€, $i @, = apép sub forma
a, X a; = 5a[)’ya1aa2[)’e_y )
Am scris vectorii fard “bard” considerandu-i tensori de ordinul intdi Tn R*; am folosit de
asemenea conventia de sumare dupd indicii ce apar de doud ori. Se vede cd valorile
componentelor lui nenule sunt +1, adica & este unitar. In plus, orice schimbare a ordinei
indicilor schimba semnul componentei respective, adici & este complet antisimetric. Tn
consecinta toate componentele corespunzatoare unor indici egali sunt nule. Fiind un tensor de
ordinul trei, putem aseza componentele lui intr-o retea tridimensionald cu 3 X 3 X 3 = 27
noduri.

Din punct de vedere al clasificarii tensoriale, § este un pseudo-tensor metric de
ordinul trei, asa cum rezultd din formulele de schimbare a componentelor:

Sapy = taptpqtyrOpar -

Tntr-adevar, daca T = (tap) este o transformare metricd a lui R® avem Det T = 41, iar pe de
alta parte, conform definitiei determinantilor avem si Det T = t;,typt3,0,4, . Astfel, dacd
pentru o combinatie afy avem §,4, = 1, atunci 6&[;), va fi si el 21, in functie de semnul
determinantului si paritatea permutarii (1,2,3) = (a,8,7) .

Folosind proprietatile tensorului § putem introduce tensorul produs vectorial B =
(Bgp) prin formula :

a; X a, = (a;,e,) X (azﬁeﬁ) = A1402p€q X €3 = A14023045y€) =

= 5 (Bapytiazp + Opay@15020)y = 5 Sapy(a1a2p — A1p02a)ey =

1
) SapyBapey
Cu alte cuvinte, componentele acestui tensor sunt:
Bafﬁ = A1gA2p — A18032¢ - (2)

Legatura dintre tensorul B si tensorul produs vectorial b = (by) =a, X a, este
realizata tot prin tensorul § si anume:

1
by = E‘saﬁyBaB , (3)
Legatura cunoscuta sub numele de relatie de dualitate intre tensorul B si vectorul b. Se vede
cd, cu exceptia obtinerii vectorului b din relatia de dualitate, constructia de mai sus poate fi
facutd pentru vectori in R*, sau Tn general in R™, produsul vectorial a doi vectori fiind un
tensor (ortogonal pe cei doi vectori intr-un sens oarecare, derivat din structura spatiului
euclidian respectiv).
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3. CUADRITENSORUL MOMENT CINETIC

Cuadritensorul moment cinetic este, prin definitie, tensorul de ordinul doi K = e X
P. Componentele sale K,z sunt date, conform definitiei produsului vectorial discutatd mai
sus, de formule de tipul (2), adica
Ko = XoqDp — XgPa s a, B =0123, (4)
unde x, sunt componentele 4-vectorului de pozitie al evenimentului e, adica

(X, = ct
< xl =X
X =Yy '
kx3 =Z
iar p,, sunt componentele cuadriimpulsului 2, deci
( 1
o ==&
{ P1 = Dx
D2 = Dy
\P3 = P

unde £ = mc? este energia relativistd a particulei considerate. Explicitind componentele
K,z , cuadritensorul moment cinetic poate fi scris sub forma urmatoarei matrici:

0 c(tpx—cizé') c(tpy—cy—zé') c(tz—cizé')
—C (tpx - :—28) 0 XDy — YDx ZPx — XPz
K = —c(tpy—cy—zg) \ﬁzﬁ 0 YDz — ZDy
C2
z -l -1
—c(tz—=€ Y = 0
R

unde xp, — ypx , ZPx — XDz, YD, — ZPy, pentru a le compara cu elementele de sub diagonal,
sunt componentele momentului cinetic relativist tridimensional, care difera de momentul
cinetic in sens clasic (L, L, L,) prin factorul (1 — v2¢c=2)"%/2,

Tn concluzie, 4-tensorul momentic cinetic este un tensor de ordinul doi contravariant
in spatiul Minkowski, cu dimensiunea fizici [K] = ML*T~1, care, pentru v < c, contine
toate componentele momentului cinetic clasic.

4. CUADRITENSORUL MOMENT AL 4-FORTEI RELATIVISTE
Definim cuadritensorul moment al 4-fortei relativiste prin formula simbolica
M=eXxF,

unde F este 4-vectorul putere-fortd. Tinand cont de expresiile componentelor produsului
vectorial (2), componentele lui M vor fi:
Maﬁ = xaFB - xﬂFa ; (Z,ﬁ = 0,1,2,3 . (5)
Unde e = (xg, x1, X3, x3) si F = (Fy, Fy, F,, F3).
Tnlocuind componentele 4-fortei obtinem componentele Mep sub forma:
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. ctFx—fc ctFy—%C ctF, —=C

v2 v v2

1-% 1-Z \/1_72

%C’—ctFx 0 xF, —yE  zF, — xF,

v2 v v2

” /1_72 \/1——2 \/1_72

=y

_C_CtFy ny_xFy 0 vE, ZFJ/

v2 v2 v2

\/1_72 \/1_72 1-%
—C—ctl, xF,—zF, zF,—yF, 0

unde C = d&/dt este puterea relativista, iar xF, — yF, , etc. sunt componentele momentului
fortei relativiste tridimensionale M =7 x F. Se constatid usor ci [M] = ML?T~? si ca,
pentru v < ¢, unele componente ale lui M se reduc la componentele momentului fortei in
sens clasic. In plus, deoarece F = dP/d0, iar ‘U este paralel cu P, deci U X P = 0, rezulta
ca:
M dK ©
~do _ o
Aceasta formula este cunoscuta ca ecuatia de variatie a 4-tensorului moment cinetic.
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