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ABSTRACT: IN THIS PAPER WE FIRST PRESENT THE INVARIANCE OF THE CAUSAL RELATIONSHIP
IN A MINKOWSKI SPACE AND STATE A NECESSARY AND SUFFICIENT CONDITION FOR TWO EVENTS
TO BE SIMULTANEOUS FOR AN OBSERVER. IN THE SECOND PART OF THE PAPER WE REFER TO
THE RELATIVITY OF LONGITUDINAL CONTRACTION. WE WILL CALCULATE THE CONTRACTION
FACTOR FOR THE SPATIAL SIZE OF A BODY THAT MOVES RELATIVE TO AN INERTIAL REFERENCE
SYSTEM WITH A CERTAIN VELOCITY, IN THE DIRECTION OF THE VELOCITY VECTOR. FINALLY, WE
PRESENT A SIGNIFICANT EXAMPLE (EINSTEIN'S WAGON CONTRACTION) FOR THE RELATIVITY OF
LONGITUDINAL CONTRACTION.
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INTRODUCERE

In aceasti lucrare vom prezenta cateva fenomene fizice care se explici firesc in cadrul
Teoriei Relativitatii Restranse, adica pot fi deduse logic prin studiul spatiilor Minkowski.

Vom reaminti mai intai definitia unui spatiu Minkowski si vom defini relatia de
cauzalitate intre doua evenimente care apartin unui astfel de spatiu.

Dacé ne raportam la un sistem de referinta inertial, un eveniment este determinat prin
patru coordonate: trei pentru pozitia spatiald si una pentru timp. Vom nota un eveniment
printr-un sistem de patru numere reale e = (t, x,y, z).

Consideram forma patratica
Q(e) = c?t? — x? —y? — 22

Se stie cd oricdrei forme patratice 1 se poate atasa un produs interior, adicd o functionala
(.,.):R* x R* — R, prin intermediul cireia structurile matematice ale spatiului respectiv se
construiesc conform unor metode traditionale.

Acest produs interior este definit prin formula

1
(e1,e2) = : [Q(e1 +e;) — Qe — ez)]-
Notand e; = (t1,X1,¥1,21) si ey = (t3, X2, V2, 2,), se obtine
(e1,€2) = CPtyty — X% — Y12 — 2125,
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Numim spatiu Minkowski multimea R* (ca spatiu liniar) dotatd cu produsul interior intre
evenimentele definite anterior. Pe scurt notam (]Ri“, G,. )) si 1l putem numi spatiul
evenimentelor care se produc in R3.

Fie (E , (. )) un spatiu Minkowski si Q forma patraticd atasata acestuia. Spunem despre
evenimentele e;, e, € E ca sunt in relatie de cauzalitate (Sau relatie temporala), mai precis
e; este cauza pentru e, sau e, este efect al lui e;, dacd e; = e, sau t; < t, si Q(e; —ey) >
0. Notand relagia de cauzalitate cu K c E X E, avem deci

K ={(e1, ) e1 = & sauc(ty — t1) >/ = x1)? + (02 = y1)? + (2 — 20}
Relatia § c E X E definita prin :

S = {(31.92): e; = ey sauclt; —t1] < \/(xz —x)*+ (2 —y1)2+ (22— 21)2}
se va numi relatie spatiala sau relatie de independenta cauzala.

1. INVARIANTA RELATIEI DE CAUZALITATE

Invarianta relatiei de cazualitate fatd de schimbarea sistemului de referinta corespunde
in practicd faptului ca daca intr-un reper inertial se stabileste cd intre doua evenimente e; si
e, se poate transmite un mesaj, atunci orice observator inertial admite aceasta posibilitate.
Mai mult, agsa cum se va vedea in demonstratia propozitiei urmatoare, ordinea in timp a
evenimentelor ce sunt in relatie de cauzalitate se mentine prin trecerea de la un sistem de
referinta la altul.

Propozitia 1. Daca L este o transformare Lorentz oarecare, atunci vom avea
(eq,e;) € K daca si numai daca (Leq, Le,) € K.

Demonstratie. Sa notam e; = (t;,7;) si Le; = (¢;, %), cu i = 1,2. Cazul e; = e, este
banal, deci sa consideram ca (e;, e,) € K deoarece c(t, — t;) > ||, — 71 ||. Evident, de aici
rezulta Q(e; —e;) >0, deci, conform invariantei formei patratice Q, avem si
Q(L(ez - el)) > 0. Folosind si liniaritatea transformarii Lorentz, obtinem Q(Le, — Le;) >
0, adica:

c?(t; —t1)? > |I7;

— % (1
Propozitia ar fi demonstratd daca am dovedi ca t; > t;, astfel incat prin extragerea
radicalului, din (1) sa obtinem
c(t; — t1)
> |7 =l (2)
Pentru a dovedi ca t; > t; folosim expresia timpului in transformarea Lorentz in forma
vectoriald si obtinem

1

ty—t1 =1 —vic )2t —t) —cTHP R —A)] =

= (ty — t)(1 —v2c2)73|1 — 2 (5,22 rl)].

t =ty

Deoarece (e,, e,) € K, avem ||7, — 74| - |t, — 1171 < ¢, deci
cTHD, (t, — t) M (7% — 7)) < ¢ 2D, (t — )TN — ) < Pl — 4| THIR — Al

<clw<1.
Rezultd astfel ca sign(t; — t;) = sign(t, — t;) = +1, deci intr-adevar are loc relatia (2).
]

Invarianta relatiei spatiale S se dovedeste in mod asemanator recurgand la invariantul
fundamental Q. Daca (eq, e,) € S, ordinea in timp nu se mai pastreaza.
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De asemenea, daca in formulele care dau transformarea Lorentz (sau, in particular, in
formulele Lorentz speciale) consideram t =0, nu rezulta t' =0, deci evenimentele
simultane pentru un observator initial nu sunt simultane si pentru ceilalti observatori inertiali.
Propozitia urméatoare stabileste legatura intre simultaneitate si ortogonalitate.

Propozitie. O conditie necesard si suficientd ca doud evenimente e; si e, sa fie
simultane pentru un observator w este ca
(e1 —e3)
lw (3)

Demonstratie. Fie e; = (t;,7;) si e, = (t,,7,) cele doud evenimente din spatiul
Minkowski R* si w = {A(1,7): 1 € R} un observator initial. Vom arita ci cele doud conditii
din enunt se exprima prin aceeasi ecuatie. Intr-adevir, pentru observatorul w evenimentele e,
si e, apar cu alte coordonate, anume e; = (t;,7;) si e, = (t3,7,), unde, conform formulelor
lui Lorentz in forma vectoriala,

1

ti = (1 —vic ) 2(t; — cX(v,7), i =12

Simultaneitatea acestor evenimente pentru observatorul w, adica egalitatea t; = t;, se
scrie deci prin conditia

ti—c X0, 7) =t
— ¢7¥(D, ) (4)

Pe de alta parte, conditia (3) se scrie sub forma
((ty =t —7),(1,0)) =0,
care, avand 1n vedere forma produsului interior pe spatiul Minkowski, se reduce tot la
conditia (4).

2. RELATIVITATEA CONTRACTIEI LONGITUDINALE
Contractia longitudinald este un efect relativist fundamental. Din analiza experientei
lui Michelson si Morley putem retine ca bratul longitudinal al interferometrului, cel asezat pe

1
directia de miscare a Pidmantului, apare contractat cu factorul (1 —wv?c~2)z pentru
observatorul exterior, fix fati de Pamant. Inainte de a arita ci o asemenea contractie apare
pentru orice segment asezat de-a lungul vectorului vitezei relative a celor doud repere
inertiale, vom analiza mecanismul masurarii lungimii unui segment dintr-un sistem de
referintd exterior aceluia in care se afld segmentul. Este evident ca Intr-un sistem de referinta
(inertial) oarecare nu putem obtine informatii asupra lungimii unui segment din spatiu, decat
prin intermediu semnalelor luminoase care transmit informatii din capetele segmentului.
Admitem deci ca observatorul respectiv poate receptiona evenimente ce se petrec in capetele
segmentului; mai precis, aceasta inseamnd ca observatorul poate stabili coordonatele
temporale si spatiale ele evenimentelor respective. Lungimea segmentului masurat, aparenta
observatorului respectiv, este dedusd de acesta din coordonatele spatiale determinate de el.
Este clar cd, daca observatorul nu este in repaus fatd de segment, nu pot fi luate in calcul
evenimente arbitrare ce se petrec in capetele segmentului.

Propozitia 2. Dacad un corp se misca fatd de un sistem de referintd inertial, w, cu 0
viteza U, atunci dimensiunea sa spatiala, in directia vectorului v, se contractd cu factorul

numit factorul de contractie Lorentz-Fitzgerald.
Demonstratie. Putem considera corpul de forma unei bare de lungime [, ce se misca
pe axa Ox a sistemului w, fiind asezata de-a lungul acesteia.
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Fie e; = (t1,x1,V1,21) si e; = (t3, X5, Y2, 2,) doud evenimente ce au loc la capetele barei,
simultane pentru w. Coordonatele acestor evenimente pentru sistemul w sunt date de

formulele Lorentz speciale:

( , xi—vti
X = ——
UZ
J1-=
Vi =i _
2! = z L
v
t; ——
L 1_ﬁ
\ c?
=1,2 (5)

Astfel ca lungimea aparentd a barei in sistemul w va fi:
X, —Vvt, x;—vt; l—v(t,—t;)

I'= -

v2 v2 v2
\/1‘72 \/1‘72 1-2

unde [ = x, — x; este lungimea barei in sistemul legat de ea (in care ea este in repaus).
Scriind cu ajutorul ultimei formule din (5) ca t; =t , gasim

v
tz_tl_c_zl:()

)

astfel c¢a revenind la expresia lui ' obtinem

(6)

Ceea ce dovedeste aparitia contractiei longitudinale.

Cum nu existd un sistem de referintd in repaus absolut, efectul de contractie
longitudinald prezintd o reciprocitate in cazul perechii de observatori inertiali considerati. Cu
alte cuvinte, dacad doi observatori, w si (), se miscd unul fatd de celalalt cu o viteza v si daca
fiecare are asezatd de-a lungul directiei miscarii lor relative cate o bara de lungime [, fiecare
va observa bara din celalalt sistem contractatd cu factorul Lorentz-Fitzgerald. Acest fapt
corespunde in calcule (in spatiul de evenimente) cu aceea ca daca se inlocuieste ¥ cu —v in
propozitia 2, concluzia nu se schimba. Intr-adevar, daci in (5) inlocuim ¥ cu —w, deci

consideram transformarea Lorentz inversd, obtinem

l,_xz +vt2_x1+vtl_l+v(t2—t1)

v2 v2 v2
\/1_72 \/1_72 1-%

Scriind acum ca t; = —t; se obtine

v
tl_t2+c_2l=0,

ceea ce conduce la acelasi rezultat ca in demonstratia initiala.
Din punct de vedere practic lucrurile se petrec ca in exemplul urmator
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Exemplu (contractia vagonului lui Einstein). Sa interpretam cei doi observatori
initiali ca fiind:
Q1 = o linie de cale ferata rectilinie la suprafata Pamantului
w = vagonul lui Einstein, executdind o miscare uniformd pe aceastd linie, cu o viteza
comparabila cu c.

Pentru simplitate consideram ca in repaus vagonul are lungimea [ = 10 m, lungime ce
o confirma observatorul w din vagon indiferent de miscarea acestuia pe linie, iar langa linie
sunt plantate borne tot la distanta de 10 m, lungime stabilitd de observatorul Q0 de pe Pamant.
Astfel, cand vagonul este in repaus, cei doi observatori constatd coincidenta lungimii
vagonului cu distanta dintre borne.

Sa consideram acum ca vagonul se misca cu viteza v = 180000 km/s fata de linie.
In acest caz factorul de contractie este

Observatorul Q va vedea vagonul de lungime 0,8 * 10 = 8 m, in timp ce observatorul
w, din vagon, va constata ca bornele s-au apropriat la distanta de 8 m. Desigur, pentru w
lungimea vagonului este mereu 10 m, iar pentru Q) distanta dintre borne ramane de 10 m.

Mentionam ca prin expresia “observatorul... vede ... “ intelegem tocmai faptul ca el
receptioneazd ca simultane doud semnale emise din capetele segmentului, exact ca atunci
cand se fotografiaza.

Concluzii
Analizdnd problema contractiei longitudinale am folosit expresii de forma
“observatorul ... vede ...”, “lungimea ... ii apare observatorului ...”, de unde s-ar putea trage

concluzia cd este vorba numai de aparente; atunci se poate pune intrebarea care este lungimea
reala?

Analizand lucrurile in profunzime constatim ci o asemenea intrebare nu are sens. in
primul rand aceste aparente sunt obiective, adica nu poartd urma vreunui subiectivism; in loc
de “vede” putem considera “fotografiaza” sau “inregistreaza’. Apoi, este normal ca o aceeasi
realitate sd apard diferit pentru observatori diferiti; toti vor afirma ca vad realitatea, desi
fiecare vede altceva. Neavand criterii pentru a alege un anume observator ca privilegiat in a
vedea realitatea, este clar cd Intrebarea formulatd nu are sens si ca in loc de lungime reald si
lungime aparenta este mult mai corect sa vorbim despre lungime in repaus si lungime
relativa. Chiar daca lungimea de repaus are particularitatea de a fi masurata din reperul legat
rigid de corpul masurat, lungimile relative, masurate de ceilalti observatori inertiali sunt
realitati tot atat de obiective ca si prima.
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